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SAMBUTAN REKTOR

Assalamualaikum w. w.

Puji syukur kita panjatkan kehadirat Allah SWT atas
limpahan rahmat dan karuniaNYA sehingaa kita masih dalam
kondisi beriman dan berilmu serta senantiasa menjalankan
tanggung jawab kita sebagai abdi negara sesuai dengan tupoksi
masing-masing. Shalawat dan salam senantiasa tercurah kepada
baginda rasulullah, Muhammad SAW atas perjuangannya
menuntun umat Islam dalam kaidah kebaikan dan kebenaran.

Selaku rektor UIN Mataram, kami menyambut baik adanya
buku ajar Statistika Matematika ini, karena keberadaan buku ajar
dalam peroses perkuliahan sangat penting untuk memudahkan
transfer ilmu dan pengetahuan dari sumber ilmu (dosen, buku dan

literatur lain) ke mahasiswa.

Buku ajar ini disusun oleh orang yang kompeten dibidangnya,
oleh karena itu sudah tentu metode dan gaya bahasa yang
digunakan akan lebh mudah dipahami oleh pembaca, dalam hal
ini mahasiswa. Selain itu penyusunan buku ajar ini telah melalui
proses panjang yang memakan waktu lama dan menguras tenaga
serta  fikiran. Olehnya itu kami ucapkan terimakasih yang
mendalam kepada penulis atas buah pikiran yang tertuang dalam

buku ini.




Semoga buku ajar statistik matematika ini dapat dimanfaatkan
oleh berbagai pihak yang berkepentingan khususnya segenap
sivitas akademika di lingkungan Universitas Islam Negeri
Mataram (UIN Mataram).

Mataram, Agustus 2017
Rektor UIN Mataram

Dr. H. Mutawali, M.Ag.
Nip. 196312311999031005
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KATA PENGANTAR

Bismillahirrahmanirrahiim,

Alhamdulillah, segala puji hanya milk Allah SWT yang
senantiasa melimpahkan rahmat dan hidayah — Nya kepada kita
semua sehingga kita bisa melakukan aktivitas dengan baik dan
“Buku Ajar Statistika Matematika” ini dapat tersusun sesuai

dengan rencana.

Penyusunan buku ajar ini diharapkan dapat membantu
mahasiswa untuk mempelajari dan  memahami  mata  Kkuliah
Statistika Matematika sebagai mata kuliah wajib yang disajikan
di jurusan matematika dan pendidikan matematika. Hal ini
beralasan karena materi pada buku ajar ini disusun sesuai dengan
RPS (Rencana Pembelajaran Semester) standar serta dilengkapi
dengan soal-soal dan pembahasan secara mendalam dan

terperinci.

Buku Statistka Matematika adalah referensi yang tepat
bagi mahasiswa dalam membuktikan kasus-kasus statistika secara
mudah dan terstruktur. Buku ini juga dapat digunakan sebagai
buku pegangan dosen-dosen dalam mengajarkan mata kuliah
Statistika Matematika di kelas. Besar harapan penulis agar buku
ajar Statistka Matematika ini dapat bermanfaat bagi seluruh
kalangan vang membutuhkan referensi dalam pemecahan kasus-
kasus statistika secara abstrak.

vii



Penulis menyadari bahwa buku ajar Statistika Matematika
ini masih memilki berbagai kekurangan. Oleh karena itu saran
dan kritik pembaca sangat diharapkan sebagai bahan evaluasi

guna menjadikan buku ini lebih baik.

Mataram, Juli 2017

Penulis
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RENCANA PEMBELAJARAN SEMESTER (RPS)

A. Identitas Mata Kuliah

Nama Program Studi : Program Studi Tadris Matematika
Nama Mata Kuliah : Statistika Matematika

Kode Mata Kuliah : MAT 3433

Semester Y

Jumlah SKS : 3 (Tiga)

B. Kuliah
Setelah menyelesaikan kuliah ini, mahasiswa diharapkan
mampu
I. Memlormulagsikan masalah statistika
2, Menggunakan rumus statistika yang tepat
3. Mengaplikasikan rumus statistika matematika dalam
kehidupan sehari-hari.

C. Tahapan Pembelajaran Mata Kuliah selama 1 Semester

W Metode s
] L.tl:muu Kemampuan AKhir Bahan Kajian | Pembelajara W\‘:I\l
n
Ke-1 Mahasiswamampu | Pengantar Ceramah 150
memahami Stattistika dan Tanya Menit
pengertian Matematika Jawab
Percobaan, Titik
Sampel, Ruang
Sampel, dan
Variabel Random.
Ke-2 Mahasiswamampu | Distribusi Satu | Ceramah 150
: Peubah Acak dan Tanya Menit
1. membedakan Jawab
Peubah Acak
1



Pertemua
n

Kemampuan Akhir

Bahan Kajian

Metode
Pembelajara
n

Wikt
u

Diksrit dan
Kontinu

2. menentukan
distribusi
peluang dan
kumulatif” dari
peubah acak
diskrit dan
Kontinu

3. menggambarka
n grafik dari
Peubah acak
diskrit dan
Kontinu

Pertemua
n

Kemampuan Akhir

Bahan Kajian

Metode
Pembelajna
n

Wakt

Kontinu

2. membuktikan
dua peubah
acak saling
bebas stokastik
atau
bergantungan
baik diskrit
maupun
Kontinu.

Mahasiswa mampu

1. menyelesaikan
soal-soal yang
berkaitan
dengan peubah
acak gabungan,
baik diskrit
maupun
Kontinu

2. menentukan
distribusi
marginal dari
peubah acak
gabungan
diskrit maupun
Kontinu

Distribusi dua
peubah Acak
(zabungan)

Ceramah
dan Tanya
Jawab

150
Menit

Ke-4

Mahasiswa mampu

1. menentukan
distribusi
bersyarat diskrit
maupun

Distribusi
Bersyarat dan
Kebebasan
Stokastik

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

[ ey

Mahasiswa mampu
menghitung nilai
ckspektasi dan
rataan dari satu
peubah acak baik
diskeit maupun
[Lontinu

Mahas s wa mampu

. menghitung
Variansii dan
momen dari
satu peubah
acak baik
diskrit maupun
Kontinu

2. menentukan
fungsi
pembangkit
momen dari
peubah acak
diskrit maupun
Kontinu

Ekspektasi dan
Rataan satu
Peubah Acak

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

Variansii,

Momen, dan
Fungsi
Pembangkit
Momen

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

Ke-7

Mahasiswa mampu

l. menghitung
nilai ekspelktasi
gabungan dari

Ekpektasi dan
Rataan
Gabungan

Diskusi dan
Tanya Jlawab

150
Menit




Pertemua
n

Kemampuan Alkhit

Bahan Kajan

Metode
Pembelajara
n

Wakt
u

2.

3.

fungsidua
peubah acak,
baik diskrit
maupun
Kontinu
menghitung
ekpektasi
bersyarat dari
peubah acak
diskrit maupun
Kontinu
menghitung
rataan bersyarat
dari peubah
acak diskrit
maupun
Kontinu

Pertemua
n

Kemampuan AKhir

Bahan Kajian

Metode
Pembelajara
n

Wala

Ke-8

Mahasiswa mampu

a

menentukan
momen sckitar
rataan baik
diskrit maupun
Kontinu
menghitung
variansi
bersyarat dan
lungsi
pembangkit
momen
gabungan baik
diskrit maupun
Kontinu

Momen dan
Fungsi
Pembangkit
momen
Gabungan

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

Ke-9

UJIAN TENGAH SEMESTER

100
Menit

Ke-10

Mahasiswa mampu

menuliskan

Distribusi
Bernouli dan
Binomial

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

_

notasidari
Distribusi
Bernouli. dan
Binomial
membuktikan
rataan, variansi.
dan fungsi
pembangkit
momen dari
distribusi
Bernoulli, dan
binomial
mengaplikasika
n distribusi
hernouli. dan
binominl dalam
vontol kagus di
kehidupan
schari=hari

Ke-11

Mahasis wa mampu

menuliskan
notasidari
Distribusi
Trinomial, dan
Poisson
membuktikan
rataan, variansi,
dan fungsi
pembangkit
momen dari
Distribusi
Trinomial, dan
Poisson
mengaplikasika
n Distribusi
Trinomial, dan
Poisson dalam

Distribusi
Trinomial, dan
Poisson

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

9]




Pertemua
n

Kemampuan Akhis

Bahan Kajian

Metode
Pembelajara
n

Wakt

contoh kasus di
kehidupan
sehari-hari

Pertemua
il

Kemampuan Akhir

Bahan Kajian

Metode
Pembelajara
n

Ke-12

Mahasiswa mampu

1. menuliskan
notasidari
Distribusi
Geometrik dan
Hipergeometrik

2. membuktikan
rataan, variansi.
dan fungsi
pembangkit
momen dari
Distribusi
Geometrik dan
Hipergeometrik

3. mengaplikasika
n Distribusi
Geometrik dan
Hipergeometrik
dalam contoh
kasus di
kehidupan
sehari-hari

Distribusi
Geometrik dan
Hipergeometri
k

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

Distribusi
Seragam dan
Gamma

3. mengaplikasika
n Distribusi
Seragam dan
Gamma dalam
contoh kasus di
kehidupan
sehari-hari

Ke-13

Mahas is wa mampu

I. menuliskan
notasidari
Distribusi
Seragam dan
(rimma

2. membuktikan

rataan, variansi.

dan fungsi
pembangKkit
momen dari

Distribusi
Seragam dan
Gamma

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

Mahasis wa mampu

1. menuliskan
notasidari
Distribusgi Beta
(lan
Fkeponensial

2 membuktikan
rataan, variansi,
dan [ungsi
pembangkit
momen dari
Distribusi Beta
dan
Iikeponensial

3. mengaplikasika
n Distribusi
Beta dan
Ekeponensial
dalam contoh
kasus di
kehidupan
sehari-hari

Distribusi Beta
dan
Ekeponensial

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit

Ke-15

Mahasiswa mampu

[. menuliskan
notasidari
Distribusi Chi

Chi Kuadrat
dan Normal

Diskusi dan
Tanya Jawab

150
Menit




Pertemua
n

Kemampuan Akhir

Bahan Kajian

Metode
Pembelajara
i

Wakt

Kuadrat dan
Normal
membuktikan

rataan, variansi,

dan fungsi
pembangkit
momen dari
Chi Kuadrat
dan Normal
mengaplikasika
n Chi Kuadrat
dan Normal
dalam contoh
kasus di
kehidupan
sehari-hari

Ke-16

UIAN

AKHIR SEMESTER

_l—

PENGANTAR STATISTIKA MATEMATIKA

I. Pengertian Percobaan

Percobaan  merupakan  serangkaian  kegiatan dimana  setiap
tahap dalam rangkaian benar-benar terdefinisikan, dan dilakukan
untuk  menemukan  jawaban tentang permasalahan  yang  diteliti
melalui suatu pengujian hipotesis.

Percobaan adalah suatu tindakan coba-coba (irial) yang
dirancang untuk menguji keabsahan (validity) dari hipotesis yang
diajukan.

2. Ruang Sampel dan Titik Sampel

Ruang sampel dan titik sampel merupakan cakupan teori
peluang  untuk mengetahui  seberapa besar kemungkinan suatu
kejadian akan terjadi. Himpunan semua kejadian yang mungkin
terjadi  dari suatu percobaan disebut dengan ruang sampel,
sedangkan anggota dari ruang sampel disebut titik sampel.

Pengertian ruang — sampel adalah himpunan — dari  semua  hasil
yang mungkin pada suatu percobaan/kejadian. Ruang sampel
suatu percobaan dapat dinyatakan dalam bentuk diagram pohon
atau  tabel dan umumnya  dinotasikan  dengan  S. Sedangkan
pengertian titik sampel adalah anggota-anggota dari ruang sampel
atau  kemungkinan-kemungkinan yang akan muncul. Banyaknya
anggota dari ruang sampel dinotasikan dengan n (S).



Contoh ruang sampel dan titik sampel sebuah koin

Pada percobaan dengan melempar dua buah koin (mata
vang logam) sama dengansisi angka (A) dan gambar (G)
sebanyak satu kali. Dapat ditentukan ruang sampel dari
percobaan tersebut, yaitu:

Berdasarkan diagram pohon, kejadian yang mungkin
muncul:

Koin 1 Koin 2 Ruang Sampei

< A AK > AA : Muncul sisi
A .
a sint angka pada kedua koin N
> AG : Muncul sisi
G <" i angka pada koin 1 dan
§ San sisi gambar pada koin 2

Berdasarkan Tabel, kejadian yang mungkin muncul:

Koin 2] P, ' G 1 > Ruang sampel = {
L (AA), (AG), GA), (G.0) }
A AA AG 2> Banyak titlk sampel
ada 4 yaitu (AA), (AQ),

G GA GG (G,A), dan (G,G).

10

| Brata &

Contoh titik sampel sebuah dadu

1 2z 3 4 5 6

(1) [(12) () [ (L) | (1L3) | §18)
(1) [(22) |(2) [(24) | (25) | (26)
) {2 [an |ea | s |
) [(42) [{43) (a0 | (45) | tam)
1oy [{8.2) (332 |¢5.4) | (5.3} | (5.8}

ol e &R~

(61) |(8.2) (8,3} [(64) | (6.5) | (6.0}

2 Dua buah dadu sama yangberbentuk kubus bermata 6
dilempar bersama-sama sebanyak satu kali. Dapat ditentukan
titik sampel dari percobaan tersebut, yaitu:

% Berdasarkan Tabel, kejadian yang mungkin muncul:

< Tilk sampel sebanyak 36 kemungkinan

3. Variabel Acak
Untuk menggambarkan hasil-hasil percobaan sebagai nilai-
nilii numerik secara sederhana, kita menggunakan apa yang
disebut  sebagai  variabel acak. Jadi variabel acak dapat
didefinisikan sebagai deskripsi numerik dari hasil percobaan.
Variabel acak biasanya menghubungkan nilai-nilai numerik
dengan setiap kemungkinan hasil percobaan. Karena nilai-
nilai numerik tersebut dapat bersifat diskrit(hasil perhitungan)
dan bersifat Kontinu(hasil pengukuran) maka variabel acak

dapat dikelompokkan menjadi variabel acak diskrit dan
variabel acak Kontinu.




4. Variabel Acak Diskrit

Varibel acak diskrit adalah variabel acak yang tidak

mengambil seluruh nilai yang ada dalam sebuah interval atau

variabel yang hanya memilki nilai tertentu. Nilainya

merupakan bilangan bulat dan asli tidak berbentuk pecahan.

Variabel acak diskrit jika digambarkan pada sebuah garis

interval, akan berupa sederetan titk-titik yang terpisah.
Contoh :

a. Banyaknya pemunculan sisi muka atau angka dalam
pelemparan sebuah koin (uang logam).

b. Jumlah anak dalam sebuah keluarga.

5. Variabel Acak Kontinu

Varibel acak Kontinu adalah variabel acak yang
mengambil seluruh nilai yang ada dalam sebuah interval atau
variabel yang dapat memiliki nilai-nilai pada suatu interval
tertentu. Nilainya dapat merupakan bilangan bulat maupun
pecahan. Varibel acak Kontinu jika digambarkan pada sebuah
garis interval, akan berupa sederetan titik yang bersambung
membantuk suatu garis lurus.

Soal A

|. Jelaskan pengertian dari :
(a). Percobaan
(b). Titik sampel
(c). Ruang sampel
(d). Variable random
2. Jika S={1,2,3,...,9}

12

A={1,3,517}
B={6,7,8,9}
C={2,48}
D={1,59}
Tentukan ruang kejadian dari kasus berikut :
(0). A" N B
by (A“ NnB)NC
(¢).B® uC
3. Dengan menggunakan soal pada nomor 2, Tentukanlah
ruang kejadian dari kasus berikut :
(@. (B nC)nD
(b).A° nC
©.(A°nC)NnD
4. Diketahui ruang sampel S = { by, b bs } Tentukan P ( b;)
jika :
(@).P(by)=3danP (bs)=7
(b).P(b;)=2.P(by)danP (b;)=

(¢).P(byby)=2.P(ba)
()P (by)=2.P(by)dan2.P(b2)=3.P(by)
5. Tentukan ruang sampel dari pemilihan sebuah bilangan

F

secara acak dari himpunan bilangan bulat positif
Kunci jawaban soal A
1. Pengertian:

(a). Percobaan adalah suatu eksperimen acak yang apabila
eksperimen diulang beberapa kali masing — masing
pengulangan eksperimen itu memberikan hasil yang
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(b).

(c).

(d).

a.

b.

belum tentu sama sekalipun  kondisi pengulangan
eksperimen itu sama.

Titik sampel adalah hasil kejadian yang mungkin dari
suatu eksperimen.

Ruang sampel adalah himpunan dari titk sampel,
dimana ruang sampel merupakan  kumpulan semua
hasil yang mungkin diperoleh dari eksperimen dan di
notasikan dengan S.

Variable random adalah variable acak berupa
bilanagan real yang merupakan hasil peta dari anggota
ruang sampel

jika A={1,3,5.7)danS={1,2,3,....9 ) maka

AC=1{2,4,6,8,9) sehingga :

A NnB={24689}n{6,7,8,9}
~16,89}

karena A N B ={6,8,9 } maka :

(A NBINC={689}Nn{248)

- (8)

(c).jka B={6,7,8,9}ndanS={1,2,3,...,9}
maka

B¢={1,2,3,4,5) sehingga :
BCUC={1,23,45)U{248)

a.

={1,2,3,45,8,}

berdasarkam soal nomor 2 bagian ¢, diperoleh
B®uC={1,23,4,5,8 ) sehingga :
(BCuC)nD={1,2,3,458}n{1,59}

={15}
diketahui A ={2,4,6,8,9 } lihat nomor 2 bagian a
A NC=1{2,4,69}n{2,48}
={2,4,8}
karena A° NC={2,4,8} maka :
(A°nCnD={2,48}n{1,59}
=0

karenaP(bz)zg,P(b3):ida11S={bl,bg,bg}
maka :

P (b))+P (ba) + P (b3) =1

Pt s+ = =1

P (b))+ 1"—2=1

P(biy=1-—=

P(b1)==

. karena P (b1)=2.P (by) dan P (b3) :%serta S={b,

bo, by} maka :
P (b)) P (by)+P(bs)=1
1 1
Pilpireiz Bibs)+ = =1
3 1 _
EP (by)+ e 1

3 o
ZP(bi)=1-7
Pbi)=2,2
P (bi)=>



c. karena P (by,b3)=2.P(b;)dan S={ by, bz, b3}
maka :
P (b))+P (b2) + P (b3) =1
P (b)+ P (b by)=1
P(b)+2.P(b)=1
3P (by) = |
P(b)=5
d. karena P (b3)=2.P (by)dan P (by) =3P (b)) serta
S={ by, bz, b3} maka :
P (bi)+ P (b)) +P(bs)=1
P (by)+ 3P (b)) +2P (b2) = |
P (bi)+3P (b)) +2 {3P(b1) } =1
P (by)+ 3P (ba) + 6P (by) =1
10P (b)) =1
P (b= 15

Minsalkan S menyatakan ruang sampel dari pemilihan sebuah

bilangan secara acak dari himpunan bilangan bulat positif, maka:
S={123,4}

Referensi
Nan haryanto, Tuti Gantini, Pengantar Statistika matematis
(Bandung: CV.YRAMA WIDIA,2009)

Walpole Ronal & H Myers Raymond, Imu peluang dan statistika
untuk insinyur dan ilmuwan, Bandung: 1TB. 1995
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DISTRIBUSI SATU PEUBAH ACAK

Pada percobaan statistika, ketika kita melambungkan tiga
buah mata uang sckaligus, maka ruang sampelnya adalah
S = {AAA, AAG, AGA, GAA,AGG, GAG,GGA,GGG}.  Kemudian,
ketika yang kita inginkan adalah hanya muncul gambar, maka
hasil numeriknya adalah 0,1,2,3. Dimana 0 = (AAA). yang
berarti tidak ada gambar yang muncul 1 = (AAG,AGA GAA)
yaitu hanya satu gambar yang muncul; 2 = (AGG,GAG, GGA),
yaitu dua gambar yang muncul 3 = (GGG), yaitu tiga gambar
yang muncul. Bilangan 0,1,2, dan 3 merupakan pengamatan
acak yang ditentukan oleh hasil percobaan. Dan juga, dapat
dikatakan bahwa bilangan tersebut aalah nilai yang diperoleh
suatu peubah acak X, yang menyatakan berapa kali kemunculan
“pambar”  ketika tiga buah mata uang dilambungkan sekaligus.
Suatu fingsi bernilai real yang harganya ditentukan oleh tiap
angeota dalam ruang sampel disebut peubah acak.

I Peubah Acak Diskrit
Dart ilustrast percobaan melambungkan tiga mata koin yang
(elah dipaparkan sebelumnya, hal tersebut merupakan contoh
ketika ruang sampel mempunyai jumlah anggota sampel yang
berhingga, artinya dapat dihitung. Akan tetapi, jika ruang
sampelnya adalah banyaknya titik dari daerah lingkaran

x? + y? =4, tentu kita tidak dapat menghitungya.




Definisi

Jika suatu ruang sampel mempunyai titik sampel yang berhingga

banyaknya atau suatu deretan anggota yang banyaknya sama

dengan banvaknya bilangan cacah, maka ruang sampel itu isebut

ruang sampel diskrit, dan peubah acak yang didefinisikan pada
raung sampel tersebut adalah peubah acak diskret.

Contoh

Dua kelereng diambil satu demi satu tanpa dikembalikan dari satu
kantong berisi empat kelereng merah dan kelereng hitam. Jika Y
menyatakan jumlah kelereng merah yang diambil, maka nilai y

yang mungkin dari peubah acak Y adalah:

Tabel Contoh Pengambilan Kelereng Tanpa Pengembalian

2.

18

Kejadian Sementara Y
MM 2
MH l
HM l
HH 0

Distribusi Peluang Diskrit

Definisi

Fungsi f yang dinyatakan dengan f(x) adalah suatu fungsi
peluang atau distribusi peluang suatu peubah acak diskrit X

Jika, untuk setiap hasil x yang mungkin:

L f(x)=0
2 T f() =1
3. P(X=x)= f(x)

Contoh:

Diketahui tiga buah mata uang dilambungkan sekaligus.

a. Tentukan distribusi peluang banyaknya angka yang
muncul!

b. Tentukan rumus distribusi peluangnya!

Penyelesaian:

a. Dari ruang sampel S ={AAA, AGA, AAG, GAA, AGG,
GAG, GGA, GGG}, dapat dilhat bahwa P(munculnya

angka 3 kali) = g

P (muncul angka 2 kali) =

P (muncul angka 1 kali) = :

|= o |lw xm|w

P (muncul angka 0 kali) = .

Misalnya X menyatakan banyaknya angka yang muncul,
maka dapat disusun distribusi peluang sebagai berikut:

Tabel Distribusi Peluang Banyaknya Muncul Angka

X 0 1 2 3
fy] 1 3 3 1
8 ] 8 ]

b. Banyaknya titlk sampel adalah 23 =8 (merupakan
penyebut untuk nilai peluang). Sedangkan
pengambilannnya merupakan suatu kejadian pengambilan
tanpa memperhatikan urutan (kombinasi). yaitu:

)= ()-5 ()= ()

Jadi, rumus distribusi peluangnya adalah :

3
flx) = %, untuk x =0,1,2,3

19
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Contoh 2
Sebuah pengiriman 8 mikrokomputer yang serupa ke suatu

jaringan eceran berisi 3 yang cacat. Bila suatu sekolah

melakukan suatu pembelian acak 2 dari komputer ini.
Carilah sebaran probabiltas untuk jumlah cacat.

Penyelesaian

Ambil X sebagai peubah acak yang nilai x-nya adalah jumlah
komputer cacat yang mungkin yang dibeli oleh sekolah
tersebut. Maka x dapat menjadi salah satu dari bilangan 0, 1,
2.

f(o):P(X:Q)zg()T{):):lg,

18
F=rx=1=4=2,

18
Q)

f(ZD:P(XZZ): @) =

Sehingga sebaran probabilitas dari X adalah

2

&

% 0 1 2
(%) 10 15 3
18 18 18

Contoh 3

Bila sebuah agen mobil menjual 50% dari persediaan mobil
asingnya yang dilengkapi dengan kantong udara, carilah
rumus untuk sebaran probabilitas dari jumlah mobil dengan

kantong udara diantara 4 mobil berikutnya yang dijual oleh
agen tersebut.

Penyelesaian
Karena probabilitas penjualan suatu mobil dengan kantong

udara adalah 0,5; 2*=16 titk didalam ruang sampel
tersebut mempunyai kemungkinan sama untuk  terjadi.
Sehingga, penyebut untuk semua probabilitas dan juga untuk
fungsi kita adalah 16. Untuk mendapatkan jumlah cara
penjualan 3 model dengan kantong udara, Kita harus
mempertimbangkan jumlah cara mempartisi 4  keluaran
menjadi 2 sek dengan 3 model berkantong udara dimasukkan
kedalam satu sel dan model tanpa kantong udara
dimasukkan ke sel lainnya. Hal ini dapat dilakukan dalam
(:) =4 cara. Secara umum, kejadian penjualan x model
dengan kantong udara dan 4 — x model tanpa kantong udara
dapat terjadi dalam (i) cara, dimana x dapat 0,1,2,3 atau 4.
Sehingga sebaran probabilitas f (x) = P(X = x) adalah
filoe) = %unﬁﬂ& x=0,12.34

Distiibusi Kumulatif Suatu Peubah Acak Diskrit

Def st

Distribusi  kumulatif f (x)suatu peubah acak X dengan
distribusi peluang f(x)dinyatakan dengan

FOO =PX S0 =) f©)

r=x
Contoh |

Carilah  distribusi  kumulatil’ peubah acak X dalam  contoh

penjualan  mobil oleh agen  yang  dipaparkan  sebelumnya.




Dengan menggunakan F (X), buktikanlah bahwa f(2) = 38
Penyelesaian

Perhitungan langsung sebaran probabilitas dari contoh 3 pada
pembahasan peluang peubah acak diskrit memberikan

fO=x fM=5 f@=% fE)=fw==1

167 4 16
Sehingga

FO) = f(0) =

F(1) =f(0)+f(1)FT5€

FQ)= fO)+ D+ f@) =15
F@3) = £(0) + f(1) + F2) + f(3) = g

F(4) = fO+f(+fR)+f)+f(4) =1
Sehingga
( Ountuk x<0

1
— <
16 untuk 0 < x < 1

5
—untuk1<x<?2
F(x):<%?
R untuk 2 < x < 3

L tuk 3 < 4
16un <x<

\ luntuk x =>4

Contoh 2
Tentukan distribusi peluang kumulatif variabel X yang

menyatakan banyaknya angka yang muncul, jika tiga mata

22

uang logam dilambungkan sekaligus!

Penyelesaian

F(0)=f(0)=%
B 1.3 4 1
F)=fO+fD =5+5=5=7
1 3 3 7
FQ) =fO+fM+f@)=c+3+5=5
1 3 3 1 8
FR)=fO+f+fD+fD=g+g+tgtgTg~!

Peubah Acak Kontinu

Jika himpunan nilai-nilai yang mungkin dari peubah acak X
merupakan himpunan tak terhitung yaitu tidak dapat dinyatakan
sebagai  {x,, X, X5, ..., xnjatau  {x,,%, x5,...} tetapi berupa
interval atau gabungan beberapa interval misalya {x € Rla <
x < b, ab € R}atau {x ERla<x<b, ab€R} atau
{x ERla<x<bh, abeR}, dan sebagainya, maka peubah
acalk tersebut disebut peubah acak kontinu.

Definisi

I'ungsi f yang dinyatakan dengan f(x) adalah fungsi pada
peluang variabel kontinu X, yang didefinisikan pada himpunan
semua bilangan real R, jika:

1. f(x)= 0, untuk semua x € R

2 [ fyde=1

3. Pla<X<b)= fjom f(x)dx

Contoh 1

Misalkan peubah acak X mempunyai fungsi padat peluang
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2
x;, Untuk-—1<x<?2

f(x) ={

0, Untuk x lainnya

a. Buktikan bahwa syarat dua definisi terpenuhi
b. Hitung P(0 < x < 1)

Penyelesaian

o P = [Ff@de = [FLa=[2] =20
b. P(0O<X<1)=F(1)-F(0) :5_52_

Contoh 2

Andaikan bahwa kesalahan dalam temperatur reaksi, dalam °C,
untuk sebuah percobaan laboratorium yang diatur merupakan
suatu peubah acak Kontinu X yang mempunyai fungsi kepekatan
probabilitas

x2
fx) =473
0,
a. Uraikan kondisi 2 dari Definisi 3.6
b. carilh P(0 <X £1)

penyelesaian

a. [7 f(x)dx= fflx?zdx ==

2 31
b. P(0<X51):f01x?dx:x?’ =1

24

f(x) fix) :'\/J

5. Distribusi Peluang Peubah Acak Kontinu

Misalkan X peubah acak Kontinu. Suatu fungsi f dengan
nilii  f(x) vyang didefinisikan pada R merupakan fungsi
kerapatan peluang atau fungsi padat peluang dari X jika dan
hanya jka Pla<X<b)= f: flx)dx, untuk setiap
konstanta real @ dan b dengan a < b.Jika X peubah acak
Kontinu dana, b adalah dua konstanta real dengan a <
bmaka Pla<x<b)=Pla<x<b)=Pla<x<b)=
P(a < x <b). Fungsi nili-nilai peubah acak Kontinu X,
dapat digambarkan sebagai suatu kurva Kontinu. Contoh
grafic fungsi kerapatan peluang yang mempunyai penerapan
praktis dalam analisis data statistic bersifat Kontinu untuk
semua nilai X adalah sebagai berikut.

1
1

(a) (b)

g | fix)

(c) (d)

Gambar Grafik fungsi Kerapatan Peluang




Fungsi kerapatan peluang dibuat sedemiki inoo; aer - Y ; .
2 patan peluang : mikian sehingga luas dacrah 4. Tentukan distribusi kumulatif F(x) fungsi tersebut!

h. Hitung P(0<x<1)
Penyelesaian

di bawah kurva dan-di atas sumbu x sama dengan 1. Luas daerah
| digunakan untuk menyatakan peluang. Untuk suatu fungsi
kerapatan peluang yang dinyatakan oleh kurva dalam gambar 5
| berikut ini, peluang X antara a dan b sama dengan luas daerah . fi;f (o)dx = fl ”;idx -
vang diarsir yang terletak di antara x = a dan x = b dibawah
fungsi kerapatannya.

x3|2

9

—1=341= 1, terbukti
9 9

371
b PO<X =D =[5 de=[5] =
0

| Soal B

I. Sebuah kotak berisi 4 bola pingpong yang bernomor 1, 2, 3,
dan 4. Kemudian dua bola pingpong diambil secara sekaligus.
Jika Y menunjukan jumlah angka dari bola pingong yang
terambil, maka;

a. Tentukan distribusi peluang dari Y

a b L b. Hitung P(Y <5)
Gambar P(a<X<b) ¢. Gambarkan grafik distribusi peluangnya
2. Misalkan distribusi peluang dari X berbentuk:

6. Distribusi Kumulatif Peubah Acak Kontinu
Definisi
Distribusi kumulatif F(x) suatu peubah acak Kontinu X dengan
Sfungsi padat f(x) dinyatakan oleh:

X 0 1 2 3 4 5
PX)| K 3K 3K KZ | 2K* | 6K* +K

a. Tentukan nilai konstanta K
b. Hitung P(X <4),P(X = 4),dan P(0 <X < 4)
c¢. Tentukan nilai mminimum sedemikian schingga P(X <

Pl = PIX < %) = ff(t)dt

Contch m) > 0,5
Diketahui fungsi- padat peluang variabel acak X: 3. Misalkan fungsi peluang dari X berbentuk; p(x) =
o\ X
x? c. (i) % =123, ..
f(x): —,untuk —1<x<?2 3 .
3 Tentukan nilai konstanta ¢

0, untuk x lainnya

26




4. Misalkan fungsi identitas dari Y berbentuk; f(y) =

{%(y+1);2<y§4
0; selainnya

a. Hitung p(y <3) danp(0 <y < 3)

b. Gambarkan grafik fungsi distribusinya

c. Tentukan fungsi distribusinya

d. Gambarlah grafik fungsi distribusinya

5. Diketahui fungsi destribusi dari Y adalah

0; ¥y <—3
1
g;—BS}?(—-l
f=1%
5;-15}1(0

L,y=0

a. Buktikan bahwa F(y) merupakan fungsi distribusi

b. Hitung P(—2 <y <0) dan P(y > —1,5)
Gambarkan grafik dari F(y)
d. Tentukan distribusi peluang dari Y

Kunci Jawaban Soal B

1.

a) Karena Y menghasilkan jumlah angka dari dua bola
pinzpong yang terambil, maka kemungkinan terhadap Y

adalah :

[42=3
| +3=4
1+4=5
2+3=5
2+4=06

28

\‘.

b)

c)

(D)

3+4=7
Sehingga Y=1{3,4,5,6,7}
Karena itu distribusi peluang dari Y adalah :

b 4 3 4 5 6 7

P(y) 1/6 1/6 1/3 1/6 1/6

P(Y<5)=P@B)+P#) +P(5)
=1/6+1/6+1/73
=4/6
=2/3

Mt g
Go g o .
ﬁ F I
i W
3 4 5 6 7

Diagram data distibusi peluang Y

Karena p(x) meupakan peluang dari x maka
Y, p(x) =1 (sifat peluang)

G _Px)=1

&p(0) +p(1) +p2) +p@3) +p() +p(5) =1
ak + 3k + 3k + K2+ 2Kk + 6K+ k=1
Sk*+8k—1=0

@Ok-1)k+1)
&k =1/9 atau k=-1




Kaena p(x) > 0 (sifat peluang)
Maka nilai k yang memenuhi adalah k = 1/9
(i)  a)p(x<4) =230 P(x)
= p(0) +p(1) +p(2) + p(3)

=k + 3K + 3k + k?
= 7k + k?

=7(1/9) + (1/9)?
=7/9+ 1/81

_ 63+1
81

b)p(x=4) =1-p(x<4)

=1.2

81

) p(0<x<4)=33_, P(x)
=p(1) +p2) +p(3)
=3k + 3k + k?
=6k +k*
=6. 1/9 + (1/9)*

30

-
i

=6/9 + 1/81

5441
81

(i)  Nilai minimum m yang memenuhi p(x <m)>0,5
dapat ditentukan dengan caa :
p(x<m)>0,5
@ p(x<m)>9/81
@p(x<m)>109+1/3+1/18
Karena :
1/9+1/3+13>19+1/3+1/18=0,5
P(0) -+ p(1)+ p2) > 0,5
P(x<m)>0,5
Nilai m muncul m = 2

Karena p(x) adalah fungsi peluang dari x maka haus

memenuhi :

() Zep(x)=1

(i) P(x) > 0 vx

Perhatikan!

0 Zep()=1
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(i)

a.

32

&ce2=1

1 (1 2 4 ) ‘3
& c=Y% “8\2” T2
Karena p(x) = ¢ (2/3)" dengan x= 1,2, 3, ... dan nilai _x (} 32 4 3) _ l(}zz % 2)
¢="1> 0, hal ini jels berakibat pada p(x) > 0 8 g 82
= Nilai ¢ yang memenuhi adalah ¢ =% = %(E-i_ 32~ 2)
_ (1 4 3)
, ~8\2
p(Y <3)=["_4(y)dy _17
=2 4dy + [7 4(y)dy 87 2
— 31 = i
=0+ [, -y +Ddy 16
=18 (12y" +y)3
={1/8 (122 .32 +3)} —{1/8 (1/2.2° + L R
) b, Grafik fingsi distributif
)
=1/8092 +3)-1/82+2)
. (4 L3 4)
8\'2
-3(33)
8\ 2 i
¥
16 0 2 4
P0<y<3) = f: f(y)dy ¢. Untuk menentukan fingsi  distribusi  dari  fungsi
2 3 distribusi f, maka interval keberlakuan terbagi atas 3
= f f)dy + j f(y)dy daerah yakni:
0 0

34 e Interval y < 2
:o+f SO+ 1y F(y) = 0
0 e Interval 2<y < 4
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2
F(y) :[ f(t)dt—!—[yf(r)dt
- )

2 y1
=[ Odt—!—f =(t+1)dt
% , 8

1/1
:0+-(— 2 )y
5zt +¢) [,

3 )43

1 2
=10 + 2y -8)

1
= IE(}'J’ 4)(y—2)

* Interval y > 4

2
F(y) = f F(Odt + ] ” Flode + f Foar
—co 2 4

s 4 y
:f 0dt+[ g(t+1)dt+f0cit
s 2 ‘ !

11
:0+—(- 2 )4
Blgtt e ]2+0

1/1 171
= _[=42 (92
8(24 +4) 8(22 ”)

“1 12
—g( —4)

~ Jadi fungsi distribusi f adalah :

i

0, y<2

Fl) ={=(+H(y-2);2<y<4
1, y=24

d. Grafk fungsi distributif f

a) Untuk membuktikan F(y) merupakan fungsi, maka harus
memenuhi 4 sifat yakni :
) O0<F(y <1
Hal ini jelas terpenuhi sebab F(y) hanya memiliki
nilai 0,%,%,dan 1

(i)  F (y) adalah fungsi tidak turun diy




Untuk sifat kedua, F selalu memenuhi F(y) <
F(y+1)
Ini menunjukkan bahwa F fungsi tidak turun diy
(iii) F(o)=1danF(—w)=10
Hal ini jelas terlihat pada fungsi F dimana :
e untuk y =0 Dberlaku F(y)=1 akibatnya
F(o)=1
e untuk
y < =3 berlaku F(y) =
0 akibatnya F(—o0) =0
(iv)  F(y) kontinu kanan pada setiap nilai y
e Unfuk y < -3
I;rp Fly)=F(y)=0
e Untuk —3<y< -1

: _ Ry =1
l;}t:p F(y) = F(y) =1

e Untuk 1<y<0
2
lim F(y) = F(y) ==
im W =Fll=3
o Untuk vy =0

liyrp Fiy)=F(y) =1

=~ Jelaslah bahwa F(y) merupakan fungsi distribusi

e P(-2<y<0)=Fy(0)—Fy(-2)

36

e P(y>-15)=1-py<-15)

¢) Grafik dari F(y)

/| i\

d) Distribusi peliang dari y, dapat ditentukan sebagai
berikut:
Karen grafic pada bagan c) membentuk model fungsi
tangga, maka jelas F adalah fungsi distribusi diskrit. Dan
nilai-nilai peubah acak y untuk F adalah -3, -1, dan 0,
sebab pada titik-titik tersebut F tidak Kontinu.

Selanjutnya:

o P(—3)=Fy(-3)—Fy(-37)
1
=1
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3
o P(-1)=Fy(-1)-Fy(-17)
21
"3 3
1
]
e P(0) =Fy(0) - Fy(07)
3
o1
]

= Distribusi peluang dari y adalah :
v -3 -1 0
P(y) 1/3 1/3 1/3

Referensi
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DISTRIBUSI DUA PEUBAH ACAR (GABUNGAN)

I

Distribusi Peluang Gabungan Peubah Acak Diskrit
Kadang-kadang hasil percobaan yang kita peroleh tidak selalu
berasal dari perubah acak yang tunggal Ada kalanya
diperlukan pencacatan hasil percobaan beberapa peubah acak
yang terjadi secara serentak. Jika X dan Y peubah acak, maka
peluang terjadinya secara serentak dari X dan Y dinyatakan
sebagai fix,y) disebut distribusi peluang gabungan, untuk
setiap pasangan (x,y) dalam rentangan X dan Y. JikaX dan Y
merupakan dua perubah acak diskret yang dapat terjadi secara
serentak dinyatakan dengan notasi f{x,y), maka f(x,)) disebut
Fungsi ( atau distribusi ) massa gabungan dari perubah acak X
dan Y.

Definisi
Fungsi f(x,y) adalah fungsi peluang gabungan peubah acak

diskritX dan'¥, jika

1. f(x,y) =0, untuk semua (x,y)

2. N2y yy) =1

3. P[(X,Y) €Al =242 f(x.y), untuk tiap daerah A dibidang
Xy

Contoh 1

Dua bola diambil secara acak dari sebuah kantong berisi tiga bola
biru, dua merah, dan tiga hijau. Jika X menyatakan bola yang
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berwarna bir rambil, hi : i
arna biru dan Y warna merah yang terambil, hitunglah: b. Rumus fingsi peluang gabungan adalah:

a. Fungsi peluang gabungan f(x,y); (1
b. Rumus fungsi peluang gabungan f(x,v); 28 Unile Gy = (023
c. P[(X,Y)€A] jka A daerah (X,Y) untuk tiap daerah A i. Untuk (x,y) = (0,0),(2,0)
dibidang xy 28 , S
. ={6
Penvelesaian AT ﬁ o8 Untuk (x,y) = (0,1),(1,1)
a. Pasangan (x,v) yang mungkin adalah 9
(0,0), (0,2),(0,2),(1,0), (2.0, (1,1) 75 UnkGoy) =(10)
n(s) = (g) =28 L 0 Untuk (x,y) lainnya

c. P[(X,Y)ed]l=PX+Y<1)=7(00,0+7(01)+f(1,0)
3 6 9 8
=287 2828 28
Contoh 2
Dua buah lampu dipilih secara acak dari sebuah kotak yang berisi
3 lampu berwarna biru, 2 berwarna merah, dan 3 berwarna hijau.

Il
—_
L
W

Il
w

Banyaknya cara (0,0)

Il
uny
o
W
Il
(o)}

Banyaknya cara (0,1) =

Banyaknya cara (0,2)

Il
—
—
i

I
-

Jka X menyatakan banyaknya lampu berwarna biru dan Y
berwarna merah yang terpilih, maka hitunglah:

a. fungsi probabilitas gabungan X danV

b. P[(X,Y) € 4], bila Adaerah {(x,y)/(x+y) < 1}

Il

Il
e S W o W . S e

Banyaknya cara (1,0)

N W WO WO WO W
—’ e’ e e e
Vi e N o I et
O NONNNEPLE NO N
et N S S
TN TN TN TN
SEansdSncnbdanscnln

Il
w
’_l
P
1l
w

Banyaknya cara (2,0) =

e S e e N
Il
w
=
w
Il
=}

" o) v AT B —_— 3 2 — —_—
Banyaknya cara (1,1) = (1) (1) ( =32.1=6 gt
Jadi, distribusi peluang gabungannya adalah: chye 6.:sa1an
3 & 1 a. Misalkan,
P(0,0) = 28’ P(0,1) = %;P(O,Z) =58 P(1,0) X = banyaknya lampu biru yang terambil = {0,1,2}
Y = banyaknya lampu merah yang terambil = {0, 1,2}
=—;P(20)=—;P(L1) == - YR P ° ] { o
28 28 28 Pasangan nilai xy) yang terjadi:

(0,0),(0,1),(0,2), (1,0),(1,1),(2,0)
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[lustrasi:

8!
= g):ﬁ:

Misalnya n(S)banyaknya cara memilih 2 lampu dari 8 yang ada.

Fungsi peluang gabungan f (x,y)dinyatakan dengan rumus:

D612y

f(x;)’): (8) X=0,1,2
2

y=0,1,2
0<x+y=2

b.  Dari hasil diatas didapat.

3\ 72\ (3 3\ (2\ /(3
£(0,0) = ——(0)((}3;))(2) =~ 1.0 = W6 Egg W, =
2
jon-990 2 - Q90 _»
3\ (2 /3 3\ (2} (3
£(0.2) = (o) (é) (0) _ j—f(z,o) _ (2) (g) (2) s

(2) 28

Dari hasil diatas dapat dibuat tabel distribusi probabilitas sbb:
Tabel Distribusi Peluang Gabungan X dan Y

f(xy) x Jumlah
Baris

0 1 2

Y 0 3 9 4 15
28 28 28 28
1 3 3 3
14 14 7
2 1
28 28
Jumlah 5 15 3 1
Kolom 14 28 28

JadiP[(X,Y) € A]
=Px+y £ 1) =
3 3 9 9

RETREVRET Y,

£(0,0) + f(0,1) + f(1,0)

Distribusi Peluang Gabungan Peubah Acak Kontinu

Jika X dan Y, perubah acak Kontinu, maka f{x,y) disebut
distribusi probabilitas ~ gabungan dari X dan Y yailu suatu
permukaan yang terletak  di atas bidang xy, dan P[(X,Y)eA]
dimana A adalah daerah di bidang xy , sama dengan isi silinder
kanan yang dibatasi oleh dasar A dan permukaan.

Definisi

Fungsi f(x,y) adalah fungsi padat gabungan peubah acak
Kontinu X dan Y, jika memenuhi syarat berikul:

1. f(x,y) =0, untuk semua (x,y)

2 20 =1

3. P[X,Y)eA] = fA [ f(x,y) dxdy, untuk tiap daerah A
dibidang xy




Contoh 1
Diketahui fungsi padat gabungan :

x(1+ 3%
Fley) = —3—,O<x< 2,0<y<1

0 x lainnya

a. Buktikan bahwa syarat 2 definisi terpenuhi
b. Hitung P[(X,Y) € 4], jika A daerah {(x,¥)]0 < x < 1;% <

1
y <3}
Penyelesaian
[oa] co 2
g [0, 07, Fey) dxdy = f [P0 gy
1x% | 3x%7 x=s |
I
1/1 7 =l
:fo (5+32L)dy=§+y?] 02% %—1 terbulkti
y=
b.P[(X, ) A=PO0<x<1; +<y<]]
E, e s
+ y) x5 SEcvcl
fj dxd ZI?JF g. | @
1o i x=0
4 4
2 1 3 2 3i
y vy o yifz 1 1 1 1
(o3 Ced) G
f(s 8 ) Y= 8 SL 6 6a) 327512
= 4
23
512

Contoh 2
Suatu pengiriman barang yang  memproduksi coklat dengan
campuran krim, cofee dan kacang, dengan berlapis coklat cerah
dan pekat. Bila sebuah kotak diambil secara acak , serta X dan Y
masing-masing menyatakan  proporsi  campuran krem berlapis
coklat cerah dan pekat dengan fungsi padat gabungannya adalah
o) :[§(2x+3y);0 <x <1, 0§y§1

0 untuk x yang lain
a. Tunjukkan [° [% f(x,y)dxdy =1

b. Cari P[(X,Y) € A] jika daerah {(x,y) 0<x <% ; E<

y )

Penyelesaian

P[(X,Y) € A] untuk daerah {(x,y) 0<x <% ; :11-_< y < 3}

) 6xy| 2z
f f —(2x+ 3y)dxdy = ;C —i——?—}] dy
T x=0

1

2 y 2]z 13
:L(l _)d BT _)} 160

+ #
3. Distribusi Marginal
Dari contoh 2 diatas, karena sebaran probabilitas gabungan
f(x,y) dari variabel peubah acak diskrit X dan Y diketahui,
maka sebaran probabilitas g(x) dari X sendiri diperoleh dengan
penjumlahan f(x,y) pada nilai pada nilai Y. Dengan cara yang
sama, sebaran probabilitas h(y) dari Y saja diperoleh dengan
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menjumlahkan f(x,y) pada nilai X. Hal ini disebut sebagai
distribusi marginal dari X dan Y. Bila X dan Y aalah peubah acak
Kontinu, penjumlahan diganti dengan integral.
Definisi Distribusi Marginal dari X saja dan 'Y saja Untuk kasus
diskrit
g(x) =%, f(x,y) dan h(y) = X, f(x, %)
Contoh |

Perhatikan contoh 2 pada pembahasan Distribusi Peluang
Gabungan sebelumnya. Pada contoh tersebut terdapat kolom
distribusi  peluang gabungan. Jadi tunjukkan bahwa total kolom
dan baris dari table tersebut yang merupakan sebaran marginal X
saja dan Y saja.
Penyelesaian
Untuk peubah acak X, dari total kolom pada table kita dapati
bahwa:

2
POX = 0)=g(0) = ) £(0.5)=F(0,0)+ F(O) + £(0.2)
y=0
3 3 1 5

8 14 28 14

2
P(X = 1) = g(1) = Z F(L,y) = FA,0)+ FOLL) + £(1,2)
y=0
9 3 0= 15
28 14 = 28

2
PIX=2)=g(@) = ) f(2.3) = RO+ 1) +f(2.2)

y=0
=2 +04+0= 2
~ 28 - 28

46

Sclanjutnya, dengan cara yang serupa dapat kita perlhatkan
bahwa nilai A(y) diberikan oleh total baris. Dalam bentuk table,

sebaran marginal ini dapat ditulis sebagai berikut:

x 0 1 2 y |0 l 2
9] 5 [15] 3 ||[hO| 15| 3 1
14 | 28 | 28 g | 7 | 28

Soal C

|. Misalkan fungsi peluang gabbungan dari X dan Y berbentuk;
P(x,y) = Kxy;x =1,23dany =123
a. Tunjukan nilai K
b. Hitung P(x =2,y <2)danP(x > 2,y > 1)
2. Misalkan fungsi peluang gabungan dari x dan y berbentul;
P,y = (31—2) (x+y)x=12dany =1234
Hitung P(x > y)
Hitung P(x+y = 3)
Hitung P (y = 2x)
Hitung P(x <3 —y)
Misalkan fungsi densitas gabungan dari x dan y;

1

—0<y<x <1
f(x.y){k ¥

0; x, y selainnya

oo oe

(V5]

a. Hitung P(x < 0,5dany < 0,25)
b. Hitung P(x = 0,5 dany = 0,25)
c. Hitung P(x > 0,5 dany > 0,25)




d. Hitung P(x < 0,5)
e. Hitung P(y <0,25)
4. Diketahui fungsi peluang gabungan dari x dany
P(x,y) =K(x?+y*);x=-10,13dany = —1,2,3

a. Hitung:
i. Nilai K
iLP(x=0,y<2)
ii. Px>2-y)
b. Tunjukan:

i. Fungsi peluvang marginal dari x
il. Fungsi peluang marginal dariy
5. Diketahui fungsi gabungan dari x dany
Bxy, 0 <y <x<1
g(x,y) = {

0;selainnya
a. Buktikan bahwa g(x,y) merupakan fungsi densitas
gabungan
b. Tentukan fungsi densitas marginal dari x
c. Tentukan fungsi densitas marginal dariy

Kunci jawaban C

1.
a. fungsi peluang gabungan dari X dan Y harus memenuhi

L. P(xy)=0
il Ye Xy P (xy)=1
Sehingga :

P XX, P(xy)=1
B A2 Exy=1

48

> izl(kx.1+kx.2+kx.3)=l
> Y2, bkx=1

» 6k %

> 6k(1+2+3)=1

» 36k=

P K=o

Dengan menggunakan k= i makap (x y)=0

untuk x=1,2,3 dan y=1,2, 3 dengan demikian k

yang memenuhi adalah k= =

L op(x=2,y<2)=Xi X -p(xy)
223’ 136 ¥

1 3
- ;.;Zi:z Zy:‘]_ xly

i P(x>2,y>1) =232y p (XY)
Zx BZy 236

=2x=3§(2x+3x)
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ca) p(x>y)=p(x=2y=1

1
= (1+2)
:i
32
b.p(x+y=3)=p(x=1,y=2)+p(x=2,y=1)
_ 1 1
—§(1+2)+R(2+1)
32 32
=8
32

c.p(y=2x)=p(x=1y=2)+p(x=2,y=4)
_ & 1
=5 (1+2)+-(2+4)

3,6
32 32
9
32

d.p(x<3-y)=p(x+ty<3)

=pkx=1,y=1+px=1y=2)+pl=2,

y=1)

= & £

= (I1+1) +32 (1+2) ~l—32 (2+1)
32 32 32

Il
g 8l

Il

. (i) sebelum menghitung peluang berdasarkan fungsi densitas

gabungan, maka nilai k harus ditentukan terlebih dahulu
[0 F(xy)dydx=1

1 rx1 _

o Iy 3 dydx=1

1Y Y4 =
fO l'c[':)dPs I
1x-0 _
0 T dx=1

fﬂlf—c dx=1

P(x<0,5dany <0,25)
_ (025 (051
=; Iy 2 @y

=j'0.25 lx IQJ,IS dy

0 2
0251
- 0 E(Ois_y)dy

0,25 1 b
=iy

1 1
$ e

4

2




=1(025-0)-2(0,25% - 0?) .

= y
_1 1 0s32” los dx
16 6t 11
P = [ 2 (x - 025) dx
=3
64 11 1
= asz® g wE
64 el
% Bx |0,5

s Bl

(i) p(x=05dany=0,5) (12ﬁ052)-—(1—05)

=f(i5f;f(x.y)dxdy =§%§%
“losly 3 dxdy 1oL
=Josz? |; dy -

052(1 y) dy =%

E 2
] OSE__ydy () p(x<0.5)
:_51}’ - Zy Io,s1 2 - _ J-o,s fx iyl e
T (17 =[5 [*Lay dx
_5'5_5'; f051 |0 dx
A F = Jy 73 (x—0) dx
i 11(; = Oo,sgx dx
B =%x2 - 0?5

i) p(x>0.5dany>0.5) == (052-0%)

= Iys Jos fCx.y)dx dy -1 1
=f01,5f:5%dxdy :%




M p(y=<025)
_ fo"'zs J’yl f(x,y)dx dy
S P aay
_ fno,zs 1, ‘; i

2
0,51

=), ;A-y)dy

=J‘U.251_ l d

0 2 Zy Y

_1 1 2025
4y | 0

|
|

™

—_
(==
S

,5-0)-%(0.25—02)

Il Il
S W= N N
[N
[
I"‘éw
[y
ml"'

1
=
o
ey

4. a) (). p(x y)merupakan fungsi peluang gabungan dan
harus memenuhi syarat :
e P(xy)=0
o 2 Zyplxy)=1

Selanjutnya :

Y

Te2yp(xy) =1

Yol k(x2+ y) =1

ToKIGP+ 1)+ (x4 4)+ (x®+ 9)]=1
Y K [3x2+ 14 ]=1

Y

Y Y

> K[B+14)+(0+14)+(B3+14)+ (27 +
1) E1

> K {17+14+17+41} =1

» K.89=1

(). Px=0,y<2)= %,-02-12P(xY)
=¥ oy ol +yR)

1.2 go
=%, = (P + D+ +4)
=%, é{(2x2+5)
=8i9(2x2+5)

8w

Gi). P(x>2-y)=P(x+y>2)
=P(x=0,y=3)+Px=1y=2)+
Px=1y=3)+Px=3,y=2)+

P(x=3,y=3)

= 12 2 1 q2 2
89(0 +3)+39(1 +2%) +

1 a2 2y, L a2 2
(R £30+(3 + 2%) +

BT 2
89(3 + 34)




=L 945410+13+18}
89

1 55
— 55 ==
89 89

b.(i) fungsi peluang marginal dari x

PG = ) P(x)
g

!
— 2 2
E Bg(x +y°)

y

:81—9{(x2+1)+ 2+ + x*+9))

=L 3?4148
~ g9
1 2
~P(x) = E(Bx +14);x = -1,0,1,3

(i) fungsi peluang marginal dariy

P,(y) = Z P(x,y)

1

- B L2
289(x +7°)
X

1
= 5(—5{(1 +yD)+ )+ A +y?)
+ O +yH)}

56

_ L 11 + 4y?)
~89( y

1
< — % y = _1121
Py(y) = 5511+ 4y%);y 3

.. bukti

Untuk menentukan g(x,y) merupakan fingsi densitas
gabungan maka akan ditunjukan bahwa g memiliki syarat;
a. glx,y)=0
b. [2 7 glxy)dy dx=1

Perhatikan

a. Karena g(x,y) = 8xy untuk
0 <y<x<1ldang(x,y)= 0untuk interval lainnya
maka jelas g(x,y) = 0

b. fjom fjomg(xf y)dy dx =f01 f; 8xy dy dx

1

_ 2 [X

—j 4xy ‘de
0
1

:f 4x(x?—0%)dx
0
1

ZJ. 4x3dx
0

1
S—_—

= 4 ‘de
=1*—0*
=1

ini berarti terbukti bahwa J [ glx,Y)dydx =1

—00 —0
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Kesimpulan:

Terbukti bahwa g(x,¥) merupakan fungsi dentitas

gabungan
ii. fungsi densitas marginal dari x

g (x) = f g(x,y)dy
0 x 0000
=f g(x,ydy+j g(x,y)dy+f gCx,y)dy
—Cco 0 x
X
= 0+f g(lx,y)dy + 0
0

X
:f 8xy dy
0
2 x
4xy [0
= 4x(x? - 0%)

= 8

4x30<x <1
0; selainnya

g () = {

iii. fungsi densitas marginal dariy

g,(y) = f 9(x, y)dx

y 1 o0
=f g(x.ydx+f g(x,y)dx+f glx,y)dy
- . L

1
=0 -l-f glx,y)dx+ 0
y

1
:f 8xy dx
¥

= dxty

=4(12 - y*)y
=4(y—y?)

4(y —y*)0<y<1
0;selainnya

+ 9,00 ={

Referensi
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DISTRIBUSI BERSYARAT DAN KEBEBASAN
STOKASTIK

|. Distribusi Bersayarat Diskrit
Dalam teori peluang, telah dijelaskan mengenai dua buah
peristiva yang bersyarat. Jka A dan B adalah dua buah
peristiva, maka peluang terjadinya peristiva B diberikan
peristiwa A dirumuskan dengan:

P(B|A)= "’(*‘ 2 B) L0 <P(A)< 1

Jika A ddalah penstwva X = x dan B adalah peristiwa Y =

y, maka;

PY=y|X=x) _PX=xnY=y)

P(X=x)
_ PX=xY=y)
P(X=x)
_ Plxy
Py x) SR pi () >0

Dari perumusan di atas, kita dapat mendefinisikan fungsi
peluang bersyarat dari sebuah peubah acak diberikan peubah
acak lainnya.

2. Fungsi Distribusi Bersyarat Diskrit

Definisi fungsi distribusi bersyarat diskrit:

Jika p(x, y) adalah nilai peluang gabungan dari dua peubah acak
diskrit X dan Y di (x, y) dan ps(v) adalah nilai fungsi peluang
marginal dari Y di y, maka fungsi yang dinyatakan dengan;

Pex|y) = pay) > 0

Untuk setiap x dalam daerah hasil X, dinamakan fungsi peluang
hersyarat dari X diberikan Y = y.

Jika pi(x) adalah nilai fungsi peluang marginal dari X di x, maka

[fungsi yang dirumuskan dengan,

Ptx |y J’}ff(y; P1(x)> 0

Untuk setiap y dalam daerah hasil Y, dinamakan fungsi peluang
bersyarat dari Y diberikan X = x.

Karena p(x | y) dan p(y | x) masing-masing merupakan fungsi
peluang, maka kesua fungsi itu harus memenuhi sifat sebagai
berikut;

l. apkx|y=0
b. X p(xly)=1

Bukti: Y. p(x|y) =2, Z(zx(:))

——, p(x|y)

pZ(y)

p2(y)

:p2(y)
Yep(x|y)=1
2. apylx)=0

b.2,p(y|x)=1

Bukti: 2, p(y lg) = zy 1;3(1233:))




——=2,p(x|y)

pl{y)

1(y) p1(y)

Zyp(ylx)=1
Contoh 1.2:

Misalnya fungsi peliang gabungan dari X dan ¥
berbentuk:

P, y) =) (s +p); x=1,2,3
y=1,2

a. Tentukan p(x|y)

b. Tentukan p(y |x)

c. Hitung pix|y=1)

Penyelesaian:

(x.)
& gy J;zx(y)

Kita akan menentukan terlebih dahulu p2(y), yang
merupakan fungsi peluang marginal dari Y.

p2(y) =X,p(y1x)

;=1(§) (x+ty)

= (DU +) +@+y)+ (G )

= () (6+3)
Jadi: p2(y) = () (6 +3) ;v =1,2
Sehingga: p(x |y) = ;x=1,2,3
Pemeriksaan terhadap hasil di atas dilakukan sebagai

berikut:

.  Karenax=1,2, 3dany=1,2, maka p(x [ 3
>0

x+y
x=1g43y

ii. Kita akan membuktikan bahwa Y3

Bukti:

P A +(2 +
x=1g513y  ordy — {1+ +2+N+3 »}

(6 +3y)

(+3y

3 x+y _

x=1 g43y

b P(X.l )_,p(xJ’)

pl(x)

Kita akan menemukan dahulu pi(x), yang merupakan
fungsi peluang marginal dari X.

pix) =Y, p(x |y
= E 1(—) (x+




=G &+ D+ (x+2))
= () @x+3)
ladi: pi) = () (26 +3) 32 =1,2,3
Sehingga: p(y | ; \f)—mu =1, 2

Pemeriksaan terhadap hasil di atas dilakukan
sebagai berikut:

i Karena x = 1, 2, 3 dan y = [, 2 maka
Py | x)>0.
ii. Kita  akan  membuktikan  bahwa
2 x+y -
V=10ox43
Bulti:
2 x+y _ 1

Y=12x+3  2x+43 (et D)+ (x+2))

—m(2x+3)

2 Xty _ =1
V=1 2x+3

c. P(x[_v:l)=(~;—)(x+])

3. Fungsi Distribusi Bersyarat Kontinu

Definisi fungsi distribusi bersyarat Kontinu:

e —

Jika fix, y) adalah nilai fungsi densitas gabungan dari dua
peubah acak Kontinu X dan Y di (x, y) dan f2(y) adalah nilai
fungsi densitas marginal dari Y di y, maka fungsi yang
dirumuskan dengan:

G ) =12 12) >0

Untuk setiap x dalam daerah hasil X, dinamakan fungsi
densitas bersyarat dari X diberikan Y = y.

Jika fi(x) adalah nilai fungsi densitas marginal dari X di x,
maka fungsi yang dirumuskan dengan.:

Hy | ) =525 fi(9) >0

Untuk setiap y daloam daerah hasil Y, dinamakan fungsi
densitas bersyarat dari Y diberikan X = x.

Karena g(x | y) dan h(y | x) masing-masing merupakan fungsi
densitas, maka kedua fungsi itu harus memenuhi sifat-sifat
sebagai berikut.

. agx|y=0
b. [ g(x ly)dx=1

bulkti:

o _ > f(xy)
[2, G lyydx = [, K2 gy

= 507 e f (1) d

65




1

= Jf2(v)

[ gl y)de =1

CaHylx) =0
b [Z h(y | x)dy=1
bulti:
0 _ e fxy)

T o
= o [ hCx [ )y
- fll(y) Si%)

ffom h(y | x)dy =1
Contoh 1.3 :

Diketahui fungsi densitas gabungan dari X dan ¥
adalah:

Flx,y)=4xy: 0 <x< 1,0 <y< |
=0;x, y lainya

a. tentukan fungsi densitas bersyarat dari X diberikan
Y=y

b. tentukan fungsi densitas bersyarat dari Y diberikan
X= x

Penyelesaian:

_fxy)
8| 0= s

kita —akan menentukan dahulu  f3(y). yang
merupakan fungsi densitas marginal dari Y.

L) = [ flx,y)dx

= [° fOuy)dx + [} FOoy)dx + [ F(x, y)dx
0 1 co

= [_ Odx + [ 4xydx + [~ Odx

=0+2x%]i,+0

=2y

Jadi: /o) =2y; 0 <y< 1

=0 ; y lainnya.

Sehingga:

glx |y) =22 =2y

xy
2y
maka: g(x |y)=2x;0 <x<

=0 ;x lainnya

Pemeriksaan terhadap hasil di atas dilakukan
sebagai berikut.

i  Karena 0 < x< 1, maka g(x |y) > 0.




- . G 1
ii. Kita akan membuktikan bahwa: fo 2% the=

]
Bukti;
[ 2 de =25

fol 2x dx=1

b hiy|x)=LE0

1)

Kita akan mementukan dahuln  fi(x), yang
merupakan fungsi densitas marginal dari X.

fik) = [0, fGayddy

= [ fand + [ fend +
[ FOoy)dy

= [0 dy+ [ 4xy dy+ [ Ody

=0+2y x ]34+ 0

= 2%
Jadi: fi(x)=2x; 0 <x< |

=(0.; x lainnya

Sehingga:

hy| %) =52 =2y

Maka: A(y | x)=2y:; 0 <y< 1
=(.; y lainnya

Pemeriksaan terhadap hasil di atas dilakukan
sebagai berikut.

i. Karena 0 <y< 1, maka A(y | x) >0

ii. Kita akan membuktkan bahwa: [ 01 2y dy
=1
Bukti:

fﬂl zy dy=];=0

[ 2y dy=1

4. Kebebasan Stokastik Disktit
Jika kita mempunyai dua buah peubah acak X dan Y, baik
diskrit maupun kontinu, maka kita dapat mengetahui apakah
kedua peubah acak itu bebas stokastik atau tidak bebas stokastik.
Penentuan kebebasan stokastik dari dua peubah acak diskrit
bisa dilihat dalam definisi 2.1.

Definisi 1.4.1 Kebebasan Stokastik Diskrit

Misalnya dua peubah acak diskrit X dan Y mempunyai nilai
fungsi peluang gabungan di (x, y) yailtu p(x, y) serta masing-
masing mempunyai nilai fungsi peluang marginal dari X di x,
yaitu p; (x) dan nilai fungsi peluang marginal dari Y di y, yaitit p>

(v).




Kedua peubah acak X dan Y dikatakan bebas stokastik,
Jika dan hanya jika:

Px,y)=pi1(x).p2(y)

Untuk semua pasangan nilai (x, y).

Dalam praktiknya, soal yang menyangkut kebebasan
stokastik dua peubah acak diskrit ini ada dua kemungkinan, yaitu

sebagai berikut:

a.

Fungsi .peluiang gabungan dari kedua peubah acak
diketahui bentuknya. Kita harus menentukan dahulu
fingsi peluang marginal dari masing-masing peubah
acaknya. Kemudian kita subsitusikan semua pasangan
nilai dari kedua peubah acak itu kedalam persyaratan
kebebasan stokastik, dan kita perhatikan hasilnya
dengan kriteria sebagai berikut:

) Apabila ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka
kedua peubah acak itu dikatakan bebas stokastik

2) Apabila ruas kiri tidak sama‘dengan ruas kanan,
maka kedua ruas peubah acak itu dikatakan tidak
bebas stokastik atau bergantingan untuk minimal
satu pasangan nilai peubah acak.

Fungsi peluang gabungan dari kedua peubah acak
tidak diketahui bentuknya. Dalam hal ini, fungsi
peluang marginal dari masing-masing peubah acak

diketahui  bentuknya. Kemudian kita subsitusikan
semua pasangan nilai dari kedua peubah acak ke

dalam persyaratan kebebasan stokastik dan kriterianya
sama dengan sebelumnya.

Pemahaman dari uraian di atas diperjelas melalui
contoh 2.1. Dalam hal ini kita hanya membahas
kemungkinan yang pertama saja

Contoh 1.4.1 :
Misalnya fungsi peluang gabungan dari X dan Y
berbentuk:
Px, y) = (TLZ)) x+2y),;,x=0,1,2,3dany
=§,1,2:3
Apakah X dan Y bebas stokastik?

Penyelesaian:

Fungsi peluang marginal dari X adalah:

1

72)) (x +2y)

P:(X)=E§=g(
= () B+ E A+ +6)

= (,712—}) (4x + 12)

1

Pix) = (35 b +3)

Jadi: Pfx) = (ﬁﬁ) (x+3):x=0,1,2,3




Fungsi peluang marginal dari ¥ adalah :

P20) = Dieo(55) @+ 29)

=G @+ (1 +2)+ @ +2) + G+ )
= Gg) By +6)

Pax) = (30 (4v +3)

Jadic Pafx) = (31—6) @y +3);y=0,1,2,3

Misalnya pasangan nilai X dan ¥ diambil (x, y) = (0, 0)

i P(x=0,y=0):(;—2)(o+0)=o

Ternyata P(x = 0, y = 0) #Px = 0) #= Pafy = 0),
karena 0 # (;15).

Maka X dan Y dikatakan kedua peubah acak yang
bergantungan.

Penentuan  kebebasan  stokastk dari dua  peubah
acak kontinu bisa dilihat dalam definisi 1.4.2

[elinisi 1.4.2 : kebebasan stokastik kontinu

Misalnya dua peubah acak Kontinu X dan Y mempunyai nilai
fungsi densitas gabungan di (x, y), yaitu f(x, y) serta masing-
masing mempunyai nilai fungsi densitas marginal dari X di x,
vaitu fi(x) dan nilai fungsi densitas marginal dari’ Y di y, yaitu

1>(v).

Kedua peubah acak X dan Y dikatakan bebas stokastik, jika dan

hanya jika:

F(x,y) = fix) . J2(v)

Dalam praktiknya, soal yang menyangkut kebebasan stokastik

dua peubah acak Kontinu ini ada dua kemungkinan, yaitu sebagai
berikut:

a.

Fungsi densitas gabungan dari kedua peubah acak diketahui
bentuknya. Kita harus menentukan dahulu fungsi densitas
marginal dari masing-masing peubah acaknya. Kemudian
kita menggunakan persyaratan kebebasan stokastik. dan kita
memperhatikan hasilnya dengan kriteria sebagai berikut:

Apabila ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka kedua
peubah acak itu dikatakan bebas stokastik.

Apabila ruas kiri sama dengan ruas Kanan, maka kedua
peubah acak itu dikatakan tidak bebas stokastik atau

bergantungan.

Fungsi densitas gabungan dari kedua peubah acak tidak
diketahui bentuknya. Dalam hal ini fungsi densitas marginal




dari masing-masing peubah acak diketahui bentuknya. hy) = L3S y
5 8 2
Kemudian  kita menggunakan persyaratan  kebebasan

stokastik dan kriterianya sama dengan sebelumnya. Jadic h(y) = % +y0<y <l
Pemahaman dari uraian di atas diperjelas melalui contoh =0 ;y linnya.
2.2. Dalam hal ini kita hanya membahas kemungkinan yang L 4
pertama saja. Maka: g(x) . h(y) = (x +3) G +Y)
Contoh 1.4.2 : :£+xy+2+l
2 2 4

Misalnya fungsi peluang gabungan dari X dan T 1
berbentuk: Ternyata f{(x, y) # g(x) . A(y), karena x + y= ’2—6 +xy+ 92’- +s
fo, V)=x+y;0<x< 1,0 <p< 1 Sehingga X dan ¥ merupakan peubah acak yang tidak bebas
stokastik atau bergantungan.

=0 ;x, v lainnya.
Soal D
Apakah X dan Y bebas stokastik?
I. Misalkan fungsi densitas x dan y adalah:

Penyelesaian:
enyelesai F(uy) =[G)(2x+y);0<x<1,0<y<2
Kita harus menentukan dahulu fungsi densitas marginal 0; Lainnya
masing-masing dari X dan Y. Tentukan:

Fungsi densitas marginal dari X adalah: i Fungsi densitas marginal dari x

ii.  Fungsi densitas marginal dariy

gx) = [, f (e, y)dy iii. Fungsi densitas bersyarat x|y = 1
iv.  Fungsi densitas bersyarat y ‘x = %

=[* fCuy) dy+ [ fOoy)dy+ [ f(xv)dy _
2. Misalkan fungsi densitas gabungan dari y danz

0 1 o0 .

=L 0dy+ [yCoy) dy + [ 0dy _ (—1-):y<z$y+2,0§y510

g z) =3\20

0; Lainnya

=0+ {y+ Y}




Tentukan :
a) Fungsi densitas marginal dari y
b) Fungsi densitas marginal dari z
¢) h(ylz=15)
d) k(zly =3)
3. Misalkan fungsi densitas gabungan dari x dany

_[c(6—x—-y)0=<x<2 2=sy<4
flay) = [ 0; Lainnya
Tentukan:
a) Nili ¢

b) Fungsi densitas marginal dari x
c) Fungsi densitas marginal dari y
d) Fungsi densitas bersyarat dari Fungsi densitas marginal
dari x berikan Y = y
€) Fungsi densitas bersyarat dari Fungsi densitas marginal
dari y berikan X = x
4. Misalkan fungsi densitas gabungan dari x dan y

12xy(1-y);0<x<1,0<y<1
0; Lainnya

fey =|

Tunjukkan bahwa x dan y saling bebas
5. Diketahui fungsi densitas gabungan dari x dany
kx(x—y);i—x<y<x,0<x<2
Flryy ={ TV

0; Lainnya
a) Tentukan nilai k

b) Apakah x dan y dua peubah acak yang bebas stokastis
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[+ unci Jawaban Soal D

|. (i) Fungsi densitas marginal dari x
fx(x) = jwf(x,y)dy
= f_(_}:f(x, wdy + [ fGydy + [; fly)dy
=0+ f;%(2x+y)dy+0
=5(2xy+1y2) |2
{Zx(z 0+3(22 - 02)}
{4x + 2}

+3)

1
0<x <1

1l

1
)
1
4

~fl) = {
0 lainnya

(i) Fungsi densitas marginal dari y
f ) = [ flunds
= f_;:f(xa wdy + [, fGdy + [ fCoyddy
=0+ [, 7 (2x+y)dx +0
=202+ xy);
=={(1* = 0%+ (1 - 0)y}
=2{1 +y}

1
s Fldh= {Z(y+ Dyl <y 2
0; lainnya
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(iii) Fungsi densitas bersyarat x|y =1
! flx1)
| flxly=1 =
| 7,0

1
_ z(2x+1)

i(1+1)

=>(2x+1)

1
f(xb/: 1) — 1'2—(2x+ 1),0 <x<1
0; lainnya

(iv) Fungsi densitas bersyarat y |x =1

G, 4
(=)=

==(1+2y)

‘ 1 .

' | 1 e .

| I _._f(y.x::i):[6(1-I-2y),0<y<2
‘ 0; lainnya

2. a) Fungsi densitas marginal dariy

leg

gy () = f J g9(y, z)dz

:fi’mg(y, z)dz + f;+zg(y,z)dz+ f;:z flx,y)dy
=0+ [P 2dz+0
¥ 20

78

=izly+2
20 y
1
=—z(y+2-Y)
1

10

1

—;0<y <10
gy =110" "7

0; lainnya

b) Fungsi marginal dari z

Daerah integral dalam kasus ini terbagi atas 3 daerah
keberlakuan yakni:

(i) y = 0 dengan y = zuntuk 0 <z <2

(ii) y =z dengan y = z — 2 untuk 2<z<10
(iii) y =z —2dengan y = 10 untuk 10 =z < 12
Peubah:

() g, @=[" 902dy

(i) g,,(2) =", 9y, 2)dy
z 1
- |7

__1 z
_Ey lz—Z
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1
== 2) d) k(z |y =3) =282

gy (3)
== ;2<z<10 1”
10 i
(iii) g,,(2) = [*, 9(y, 2)dy =
10 1 10
=| —d
L_Zzo 4 _ &
2
= Elay | 102 3. a)Karena fungsi densitas gabungan dari x dan y, maka:
Z = ® o0
1 =
= —(10- (z—2)) f J fQ,y)dydx =1
20 g
1
=1(12-2) ;10<z<12 f fc(6_x_y)dydx:1
0 Y2
[ L ozzer fz {6 12}4d—1
59202 Dc y—xy=zy'yl, dx=
1 2
Bl 1
ag =4 Tqpii=z<1l f c{6(4—2)—x(4—2)—-2-(42—22)} de=1
i 0
—(12—-2);10<z <12 3
2D . fc{12—2x-6}dx:1
\ 0; lainnya A
2
— oy — 405 6x — x* =1
¢) h(y|z=5) =75 el o
1 . {6(2—0)—(22-0%} =1
= £t c{12-4}=1
10 8c=1
_ L 1
c==
2 ; )
1 b
- < ¢ - = e ’ 2 s H
“hiylz=5)= [2, 0<y<10 Karena ¢ =~ > 0 dan membuat f(x,y) = 0, maka nilai ¢
0; lainnya yang memenuhi adalah ¢ =§




b) Fungsi densitas marginal dari x 1 1 2
o0 :E(Gx—_z'xz_xy) 0
fe) = | fouyay 1

_Lie-0) -3 2"~ 0) - @-0)

2 4 IS 8
:f f(x,y)dy+f f(x,y)dy+j fGx y)dy il
-0 2 4 55{12—2_23’}
4
- 1
O-I-Lf(x,y)dy-!—o :g{lo-—Zy}
J41(6 )d L
= — —x — = — —
, 8 y.ay 75—
i 1 1 4 1
=—(6y— xy——y? . —(5—yp2<sy=<4
=6y —xy =377, :ﬂm=k( T
1 1 0; Lainnya
- 5{6(3] —2) -4y —2) - 5(42 -27)} d) Fungsi densitas bersyarat x berikan ¥ =y
1 f(xy)
=12 =228 x|y) =
?{ x — 6} flx|y) 50
1
=={6-2x) _i6-x-y)
1 (5=
. fx(x):{§(6—2x);0 < 2 _ 1(6—:(—}’)
0;Lainnya 2" 977
¢) Fungsi densitas marginal dari y %(66_ xz_ 3’);0 <x<?2
©o ' . _ — x
fy(y)=f flx,y)dy ~flxy) = 2<y<4
s 2 i 0; lainnya
= f f(x,y)dy + f f(x,y)dy + f f(x,y)dy ¢) Fungsidensitas bersyarat y berikan X = x
—co 0 2 _fxy)
2 fQ|x) =
=0+[ fly)dy + 0 fx)
1
2 1 ’ _ 5(6 - X y)
=fo g6~ x—y)dy ~(6—2x)
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_ 6=x—y
—(G—Zx)
B~ X~
(—-—-6 3 y);USxSZ
. _ — 2x
~fyx) = 2<y<4
0; lainnya

4. Untuk menunjukkan bahwa x dan y peubah acak saling

bebas, maka harus ditunjukkan bahwa:

feuy) = (0 fO)

Perhatikan
o fx() = [, fxy)dy

0 1 o
:f f(x,y)dy+f f(x,y)dy+f fx,y)dy
0 0 1

1
= O-I-f 12xy(1—y)dy + 0
0
1
= 12[ xy —xy*dy
0

_121 2z 1 3|1
= (ny 3xy)0

1 1
= 126x(12 - 09) - 5x(1* = 0%))
=12 L L |
1
=12-—x

6
= 2% D<x<1

o ) =7 Floy)dx

= f;f(x,y)dx + folf(x,y)dx+ me(x,y)dx

X
= 0+f 12xy(1—y)dx + 0
0

1
= f 12xy — 12xy?dx
0

1
= 6xy? — 6xy?)

0
= 6(12 = 0%)y — 6(1 — 0)y?
= 6y — 6y
=6y(1—-y)
Selanjutnya

fGoy) =12xy(1-y)

= (2x) - (6y(1—))

=fx () fr )
Karena f(x,y) = fx(x) - fy(¥) maka x dan y saling
bebas.

5. a) Karena f merupakan fungsi densitas gabungan dari x dan

y maka:

W [ foy)dyde=1

2 rx
f J. kx(x —y)dydx =1
0 Y—x
2 rx
f J kx?—kxydydx =1
0 M=x

2 kxy? | x
2y — dx =1
fokx y 5 1—x x

2 kx(x? —x?
f kxz(x+x)—-——( 5 )dx-—*l
Q

2
j kx3dx =1
0




_kél- -
2 =1

— k(2% - 0% =1
162

- _
8k =

L

‘73

(i) Karena f(x,y) = O untuk k :§maka nilai k

1
vang muncul adalah & = 5

b) Untuk menunjukkan x dan y dua peubah acak yang bebas
stokastis maka harus memenuhi f(x,y) = f, (x) £, (¥)
Perhatikan!

 fx() = [7 fx,y)dy
=f f(x,y)dy+f f(x,y)dy+f fGey)dy

%1
"—"O—i«f gx(x—y)dy—I—O

=X
Fl 1
—_ —x —_——
g YW

_12 1lex
=8V T 16,

1 1
= gxz(x+ x) —Ex(x2 —x?)

_122 0
—8x X

1
=—x3 ;0<X<2
4x

o fr ) =[5 fxydx
y 2 co
:f f(x,y)dx-i-z-[ f(x,y)dx+f fx,y)dx
Y 2

— oo

2
1
=0+2-] —x(x—y)dx+0
y8

8

41 1
=2-f —x? —gxydx
y

1 1 2
= 2(§ny ——xy?)

16 v
—2(1(22— 2)y——l—(Z—y)y?')
~ 3 Y 16

1 1 3 1 2 1 3
—2(§y—§y 87 187
11, 3,
—Z(Ey—-éy 16y)
1 3 2)
— M " P Lyl
y(l 27 "3 y
Selanjutnya
1
flxy) = gx(x -)
I 1 3 .
3. e ap e 2
b y(1 27 83/)

= fx(x) /()
Karena f(x,y) # fy(x)- fy(¥) maka x dan y
tidak saling bebas
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ITB.

EKSPEKTASI DAN RATAAN
SATU PEUBAH ACAK

|. Nilai Ekspektasi Peubah Acak Diskrit
Definisi nilai ekspektasi peubah acak diskrit:
Jika X adalah peubah acak diskrit dengan nilai fungsi
peluangnya di x adalah p(x) dan u(X) adalah fungsi dari X,
maka nilai ekspektasi dari w(X), dinotasikan dengan E[u(X)],
didefinisikan sebagai
E[u(X)] = T, u(x).p(x)
Pemahaman  penghitungan nilai  ekspektasi  tersebut
diperjelas melalui contoh.
Contoh:
Misalnya fungsi peluang dari peubah acak X berbentuk:
p(x)=1"—5;x =1,2,3,4,5
Hitung E(X* - 1) dan E[X(X+1)].
Penyelesaian:
a. Berdasarkan definisi nilai ekspektasi diskrit, maka:
ECE-1) =%, -1).p@x)
:2§=1(x2 =1} f_5
=(1-DE+E-NE)+O-DE)+
(16-1)(H+E5- D)

=0+ {2+ EIHER )

210

B -1)=()=14
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b. Berdasarkan definisi nilai ekspektasi diskrit, maka:
EXY - D=2, x(x+ 1).p(x)
=Xix(x+1).2
= (N(+1)() +HREHDEHBGHHE)*
@D+ GIEHE)
=R e
B - 1)=G2)
Berikut i akan dijelaskan beberapa sifat penting dari nilai
ekspektasi yang selanjutnya akan memudahkan dalam
penghitungannya.  Sifat-sifat i akan dielaskan dalam
definisi dan pada pembuktiannya akan digunakan peubah
acak diskrit.
Silat —silat nilai ekspektasi
i.  JJika ¢ adalah sebuah konstanta,maka E(c) = c.

ii.  Jika ¢ adalah scbuah konstanta dan u(X) adalah fungsi
dari X, maka:

EfcuX)] = c. Efu(X)]
iii. — Jika ¢y dan ¢z adalah dua buah konstanta dan u;(X) dan
u2(X) adalah dua buah fungsi dari X, maka:
Efc; vi(X) + c2 ua(X)] = ¢; [E(ui(X) + - E(uz(X)]

Bulkti:
Misalnva X adalih  peubah acak diskrit dengan nilai fungsi
peluang dari X di x adalah p(x).
i E( =Xycp()

a.

=c. 2, p()

90

—

=
E(c) = c(terbukti)
i. E[cu(X)] =Zxc.u(x).p(x)

= ¢ Xy ulx). p(x)

EfcuX)] =c E[1(X)] (terbukti)
ii. Efcr wi(X) + c2u2X)] = Yol er uix) + c2 u2(x)].p(x)

= Y c1 ufx) ple)t L2 ux)
Px)

= ¢/ X wix) px)+ ek uzx) px)
Efc; ui(X) + 2 ua(X)] = ¢i [E(ui(X) + c-. Eu(X)]

2. Rataan Peubah Acak Diskrit
Jika u(X) = X dalam definisi peubah acak diskrit, maka kita
akan memperoleh sebuah ukuran yang disebut rataan dari
peubah acak diskrit X atau rataan dari distribusi.
Definisi Rataan Peubah Acak Diskrit:
Jika X adalah peubah acak diskrit dengan nilai fungsi
peluang dari X di x adalah p(x), maka rataan dari peubah
acak X didefinisikan sebagai:
E(X) =%, x.p(x)
Pemahaman penggunaan rumus rataan di atas diperjelas
melalui contoh:
Jika Sandy mengundi sebuah dadu yang seimbang, maka
tentukan rataan dari munculnya angka pada mata dadu itu.

91




Penyelesaian:
Misalnya peubah acak X menunjukkan munculnya angka
pada mata dadu. Jadi nilai —nilai yang mungkin dari X

adalh {x: x = 1, 2, 3, 4,5, 6}, dengan masing — masing nilai

mempunyai peluang yang sama yaitu %.
Jadi: E(X) = %, x. P(x)
= e x.%
- (é) (1+2 + 3+ 4+5+6)
E®) =Z=35
Sehingga apabila ada dadu yang seimbang itu diundi terus-

menerus, maka diharapkan rataan angka pada mata dadu yang
akan muncul adalah 3.5.

. Nilai Ekspektasi Peubah Acak Kontinu

Definisi Nilai Ekspektasi Peubah Acak Kontinu:

Jika X adalah peubah acak Kontinu dengan nilai fungsi
densitasnva di x adalah f(x) dan w(X) adalah fungsi dari X,
maka nilai ekspektasi dari u(X),dinotasikan dengan E[u(X)],
didefinisikan sebagai:

Efu@)] = [~ u(x).f(x)dx

Pemahaman penghitungan nilai ekspektasi tersebut diperjelas
melalui contoh.

Contoh:

Misalnya fungsi densitas dari peubah acak X berbentuk:
f(x) =2(1-x); 0<x<1

=0 ; x lainnya

Hitung E(X? — 1) dan ELY(X + 1)]

Penyelesaian:
2. Berdasarkan definisi nilai ekspektasi Kontinu, maka:

B-1) = [7 (7~ 1) fix) dx
= [° (D) S dx+ [P = D) f) dx +
[268 1) fix) dx
=05 =1).0 dx+ G2 -1).2(1-x)dx +
[P -1).0dx
=0+2f01(x2—x3—] +x)dx +0
=2 (%xj -%x“’ -x + %x2 ]:1c=0)

1 ‘
SLRRE?

B —1) =-§
b. Berdasarkan definisi nilai ekspektasi Kontinu, maka:
ELX(X+ 1)) = [0, (x(x+1). fix) dx
= [° (x(x+)). fx) dx + f) (xCetl). fix)
dx +
S Cerl). fi) dx
= [° 0dx + [} x(etl). 2(1- x) dv +
floo 0 dx
=2.Gx7- 2" 130
—nl 1
—2G-3)
E[X(X+ 1] =2




Berikut ini akan dijelaskan beberapa sifat penting dari nilai
ekspektasi yang selanjutnya akan memudahkan dalam
penghitungannya. '

Rataan Peubah Acak Kontinu

Jika u(X) = X dalam definisi peubah acak Kontinu, maka kita
akan memperoleh sebuah ukuran yang disebut rataan dari
peubah acak Kontinu X atau rataan dari distribusi.

Definisi Peubah Acak Kontinu:
Jika X adalah peubah acak Kontinu dengan nilai fungsi
densitas dari X di x adalah f(x), maka rataan dari peubah
acaka X didefinisikan sebagai:

EX) = [7 x.f(x) d(x)
Pemahaman penggunaan rumus rataan di atas diperjelas
melalui contoh.

Contoh:
Misalnya fungsi densitas dari X berbentuk:
J&) =20 (1 -x); 0 < x <1

=0, x lainnya
Hitung E(X) !

Penyelesaian:

E(X) =7 x.f(x) d(x)
= x.f(x) d(x) + [y x . f(x) da)+
J7xf(x) d()

=0 x 0 d(x)+ [} x 20x° (1 —x)dx + [ x .0 d(x)
=0 +20 [} (x*=x")dx+0

=20 Gx* - =x°150)
06~

BE =5-2

Rataan dari sebuah peubah acak, baik diskrit maupun
Kontinu biasanya dinotasikan dengan p (dibaca “mu”),
sehingga apabila peubah acaknya X maka pu = E(X).

Nilai rataan dari sebuah peubah acak, baik diskrit maupun
Kontinu tidak selalu ada, artinya nilai rataan tersebut bisa
mempunyai nilai dan bisa juga tidak mempunyai nilai Nilai
rataan dari sebuah peubah acak itu ada, jka hasil
penjumlahannya atau  pengintegralannya  ada. Sebaliknya,
nilai rataan dari sebuah peubah acak itu tidak ada, jika hasil
penjumlahannya atau pengintegralannya tidak ada.

Berikut ini diberikan contoh nilai rataan dari sebuah
peubah acak itu tidak ada, baik peubah acak diskrit maupun
kontinu.

Soal E

1.

Misalkan fungsi peluang dari x:

X
= =0 = 1,2,3,4,5
() = 75i %

Hitung nilai dari:

a. E[(x*+2)%]

b. E[(6x*—1)]

2. Misalkan fungsi peluang dari x:

(x| +1)*
9

p(x) = x=-10,1




Hitung:
a. E(2x*-3)
b. E(x+1)?
c. EQx-1)
3. Misalkan fungsi densitas dari x:
3(l=-x)30<x<1
fx) ={ ( O;Bainnya
Hitunglah:
a. E(x*+2)?
b. E(6x%—1)
4. Ditentukan fungéi densitas dari y:

Fl0) = !%(er 1)p2<y<4
0; Lainnya
Hitunglah:
a. E(y*—1)
b. E(y*—2y*+2y—1)
5. Diketahui fungsi densitas dari x:

, x;0<x <1
f(x) :{2—x;1<x<2
0; Lainnya
Tentukan: '
a. E(3x—4)

b. EQ2x*—x+1)
c. E(x?=2x+1)
d. E(x*+x—2)

[ Kunci Jawaban Soal E

1. () E[(x% + 2)?]

96

= E[x*+ 4x* + 4]
— E(x*) + E(4x®) + E(4)
=E(xH+4 E(x®)+4
Perhatikan
. EG)=Npxtp(x)
5

x=1

1
ZE(15+25+35+45+55)

1
= = (4425)
=295

e E(x®)=X,x*pX)

5

X
— 2 e
_Zx 15

_ S 5B
=Z2.15"

x=1
1 5
- 3
“152"
x=1
1
=l 4 23 433447 4 5%)
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o — ey g -

ENOVE
=15 (225)

=15
Dengan demikian:
E[x?+2)?] =295+ 15+4
= 314

(i) E(6x%—1)
=E(6x*)— E(1)
=6E(x*) -1
Perhatikan
o E(x*)=%,x% p(x)
5

X
_ g,
-ZX 15

=15
Dengan demikian:
E[62+1] =6-15—1
=89

1oa)E(Rx?—3)

= E(2x?) —E(3)
=2E(x*) -3
Perhatilcan

E(?) = ) x%p(x)
ﬁ

_ Z , (xl+1)?

x=-1

1
1
=3 Z x2()x]* + 2|x| + 1

x=-1
1

1
=—9—Z x* +2|x| - x* + x?
x==1

=%{(1+2+1)+(0+0+0)+(1+2+1)}

1
= 6{4‘+'0 +‘4}
8
"9
Dengan demikian:
8
E[2x*-3] = 2-6—3
_16-27
9
_ =il
9

b)E(x+1)? = E(x*+2x +1)
=E(x?)+EQx)+ E(1)
=E(x?)+2E(x)+1




Perhatikan

. E(x)—E xp(x)

_ z lxl (x| + 1)?

x——1

1
=~ Z x(x|? +2|x| +1

x=-1

1
=§z x4+ 2x| x+x

x=-1

:%{(1+2+1)+(0+0+0)+(1+2+1)}

1
=54 +0+4)

Dengan demikian

, 8
E(e+1)?=5+2:0+1

17
9
¢) E(2x — 1) = E(2x) — E(1)
= 2E(x) — 1
=2-0-1
=-1

Catat: nilai E(x) = 0 sesuai dengan bagian b
3. () E(x?+2)2 = E(x* + 4x% + 4)
=E(x") +E(4x*)+E(4)

=E(x"+4E(x?) +4
Perhatikan
® Ex“‘ = fjcm x‘*f(x) dx

0 1 G
=f x4f(x)dx+j x4f(x)dx+f x*f(x)dx
& 0 1
1
=0 +J. x*f(x)dx+0
0
1
:J' x* - 3(1 — x)2dx
0

1
=f % 3(1 - x)?dx
0

1
- f 3x* —6x°% + 3x%dx
0

3 3 1
T 5 __ 46 -
_5x ¥ +7x 0
3 3 7 7
=2 (15— 09~ (1~ 09 +5(17 = 07)
3 1+3
5 T 7
21 —35+15
- 35
_ 1
~ 35

. Ex:":ffowxzf(x)dx
0 1 ®
= [ e+ [ e+ | xrfeax
. 0 1

1
:0-1-[ x2-3(1—x)%dx+0
0
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1
:f x%+3(1—x)%dx
0

1
= f 3x? —6x3+ 3x*dx
0

3 3 1
— 8 = D 8
X 2x +5x 0
3 3 3 3 B 3 5 5
=(1 “0)—5(1 —0)+§(1 —0)
_,.3.3
S 25
_10-15+6

10
1

~ 10
Dengan demikian,

1 1
Ex*+2) =—+4-—+4

35 10
. +2+4
35§
_1+14+140
N 35
155

~ 35

31

o

(i) E(6x2—1) = E(6x2—E(4)

=6E(x?) -1
Perhatikan

Ex?= fwxzf(x)dx

—co

0 1 @
=f xzf(x)dx+f xzf(x)dx+f x2f(x)dx

I 0 1

1
=0+j x%-3(1—x)%dx +0
0
1

= I )(,'2 . 3(1 = X)de

0

1
- j 3x2 — 6x3 4+ 3x*dx
0

3 3 1
a3 _ .45
=X 2x -|-5x 0

3 3

= 303 —= 4—04 Az 15_05
(13 = 0%) 2(1 ) 5( )
. 3+3

T 25
10 -15+6

10
1

" 10
Dengan demikian,

1
2_ 1V =6 -——1
E(6x%—1) 610
6

:'1—0-—

_—4

10
=7

5
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4, 2-1)=E({?H)-
a) E(Y?—1) = E(Y*) —E(1) 59 —6
Perhatikan: 53
Ey? =f 2f(y)d 6
_myfy 4 b) E(Y®—2Y242Y —1)
0 4 o0
=E(Y3) —EQY2+EQY)—-E(1)
= “f(yd +f 2f(y)d +f 2f(y)d '
Lmy f()dy T f(dy . yf(y)dy = E(Y®) —2E(Y?) +2E(Y) -1
¢ 1 Perhatikan:
=0+f y g+ Ddy+0 *
2 8 o EY:=[_y f(y)dy
4 5 1 2
:j y 'g(y+1)dy =f vif(ydy
2 —co
1t 3 2 ’ ”
=§f y? +ytdy +f y3f(y)dy+f y3f(y)dy
2 2 4
11, 1,4 “ 1
—g(zy +§y)2 =0+L y3-§(y+1)dy+0
11 1
— a4t _ 03 T a3 _ 93 4 1
g G —F) Tz (-2 =f y* = (y+ Ddy
1(1 240+1 56) ’ ’
_t = 1 4
?4 ) 3 :§[y4+y3dy
—_— . R 2
_430+37 11, 1,4
_90+128 | =gGEY +397|,
T12 11 1
118 - 5(3(45 -2+ 1(44 —-2%)
12 1 1
_59 =§-124+Z-30)
= 4 1
| Dengan demikian, - 24§+ 75
59 13
E(Y2 - 1)=—— - =
( 1) = 1 31-1-10
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|
| 3

| :32— 3 1
2 10 =f y g0+ 1dy
' e FEYZ2 =f_my2f(y)dy 12 i
I 2 :_J- 2
ye+ydy
| =f y*f(y)dy 8/,
. ~o 11, 1,
| “ g ° =5GY T27)
+j y f(y)dy+f y2f(y)dy 11 1
- 2 1 =G - 2%) + (4 - 2%)
‘ =0+f yz-g(y+1)dy+0 11 ’ 1 T
| £y =5G %6ty
:f yz'g(y-l- 1dy ___7_+§
il 2 pu—
| 1 4 3 4‘
| =_f I _28+9
! 8J, 12
i" :1 E 4 l 3 4 ,__31
3G t3y ) ? T 12
11 1 1
= (4t = 24 (A3 _ 93 =3 —
SGU -2+ @ -2Y) 312
1 1 Dengan demikian :
=g g7 3 5 1
11 E(Y3—2Y2+2Y—1)=32—-—2(10—)+2(3—-)—1
= g - 10 6 12
2 3 3 _323 2(65)+2(37) "
=2 T 6 12
| 6 323 130 37
| « EY=[" yf(»dy 106 6
2 p - 1938 —1300 + 370 — 60
=f yf(y)dy+f yf(y)dy+f y F(y)dy - 60
Lo 5 A 79
5

4
1
:0'5‘[ Y'g(y+1)dy+0
2




5. () E(3X — 4) = E(3X) — E(4)
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=3E(X)—4
Perhatikan: .
o E(X) =/ xf(x)dx
= f x f(x)dx
+ j 1x f(x)dx

+f2x f(x)dx+fmx flx)dx

2

=0 +f1xf(x)dx-|- fzxf(x)dx+ 0
0 1

1 2
=f xzdx+f 2x — x%dx
0 1

1 .1 1 .12
— 3 2 __ .3
3 o T T3]y
1 )|
={§(13—03H+—K22—1?)—§(23—13H
"1+3 !
3 3
149-7
- 3
=1

Dengan demikian:

E(B3X—-4)=3-1-4
=-1

(i) EQX?—X+1) = E(2X?) —EX) + E(1)

= 2E(X?) — E(X) + E(1)

Perhatikan:
o EX?H=[" x*f(xdx
fo B0
1
+ 2 flx)d
jox fx)dx
2
+ 2 f(x)d
Lx f(x)dx
+J X% floe)dx
2

1 2
=O+J xzf(x)dx+f x? f(x)dx+0
0 1

1 2
:j x3dx+f 2x% — x3dx
0

1

1 11 2 1 12
e Tk - T
=25 0 T3Y T3 h
1 1
=={Z(14—-04)}4-{(23—-13)—-E(24-14)}
_1+14 15
T4 3 4
_3+56—45
N 12
14
12
7
"6

Dengan demikian:

7
E(ZXE—X+1)=2'E—1+1
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(i) E(X?—2X+1)=EX*)—EQCX)+E(1)
=EX¥)-2EX)+1

= 2-1+1
6
1

6
(V) EX*+X—2)=EX®) +EQ) - E(2)
=EX) +EX) -2

Il
+
—

|
[aS)

|
=

PO
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VARIANSII, MOMEM, DAN FUNGSI
PEMBANGRKIT MOMEN

Variansii dari peubah acak diskrit
Definisi variansii dari peubah acak diskrit:
Jika X adalah peubah acak diskrit dan p(x) adalah nilai

fungsi peluang dari X di x, maka variansi dari X didefinisikan

sebagai:

Var(X) = 3, (x — 1)’ .p(x)

Pemahaman menggunakan tumus variansii - diskrit di  atas
diperjelas melalui contoh berikut.

Contoh:

Misalnya distribusi pelvang dari peubah acak X adalah
sebagai berikut:

X 1 2 3

px)

W]

[NSR

Hitung Var(X).
Penyelesaian:
Berdasarkan definisi variansi diskrit, maka:
vaX)  =X.(x — wlpe)
dengan = E(X) =Xy x.p(x)
= J3c=1 x'p(x)
= (D.p(1) +(2).p(2) +(3).p(3)

=) A+ R +GE)




10

& SEEES=
Jadi, Var(X) =Y. (x =2 Y ptx)
=(1- 2.p(1) + 2- 2p(2) + (3- 2 p(3)
OIORICIGRICOTE)
=6+ 5) +)

vaX) =)=

. Fungsi Pembangkit Momen Peubah Acak Diskrit

Definisi fungsi pembangkit momen peubah diskrit:

Jika X peubah acak diskrit dan p(x) adalah nilai fungsi
peluang dari X di x, maka fungsi pembangkit momen dari X
didefinisikan sebagai.

M,(t) :Ex e™, px)

Peubah acak diskrit adalah peubah acak yang ruang
sampelnya dapat dihitung dan terbatas. Misalkan barang
rusak, angka dadu yang keluar, koin yang muncul. Semuanya
terbatas, barang rusak terbatas pada banyak barang yang
diproduksi saja, dadu terbatas hasilnya 1 sampai 6 saja.

Peubah acak diskrit memilki fungsi massa peluang atau
disebut pmf (probability mass function), pmf dari sebuah
peubah acak adalah:

pr(x) =P(X =x),x€D

Maksudnya pmf adalah peluang bahwa peubah acak akan

bernilai dengan D adalah himpunan kejadian yang mungkin.
/

Dan jika dijumlahkan peluang semua kejadian yang mungkin
akan sama dengan 1: _
P9 = ) Py)=1
XED
Dan juga nilai peluang pmf selalu:
0=P:)=1

Lalu yang dimaksud dengan fungsi distribusi atau cdf untuk
peubah acak diskrit adalah:

P, =P(X<x)= Z 0

Dengan
f=xieD
3. Variansii dari Peubah Acak Kontinu
Definisi

Jika X adalah peubah acak Kontinu dan f(x) adalah nilai fungsi
densitas dari X di x, maka variansi dari X didefinisikan sebagai
berikut:

Var(X) = [ (x — 1)’ fx) dx

Pemahaman penggunaan rumws variansi Kontinu diperjelas
melalui contoh berikut.

Contoh: :
Misalnya fungsi densitas dari X berbentuk:
fx) =™ x>0

= 0; x lainnya.
Hitung Var(X)!




: . b i 3 b 3 P b ¢
Penyelesaian: =lim [ x*. ¢ dx—2.lim [ x.e*dx+lim [’ e-*dx
b—oo 0 b—co 0 h—co 0

Berdasarkan definisi variansi Kontinu, maka:

Var(XY) = f‘"’ (x — 1)? fx) dx Penyelesaian di atas akan diselesaikan satu persatu.
e co : : b 2 - —_ 1 2 b -b -ly
dengan :it =E(X) = [ x f{x) dx i gm JoxT.etdx = i!l_[};lo[-b £04+2(-b.e”+1-¢eM)]
_rD o
=L X Sx) bt [ x flx) dx = lim -b> &~ 2. lim b.¢"+ lim2~2. lim &*

= f_ﬂm 0 dx+| 0°° xe™ dx

=0+ fom xe™ dx

=0-(2) (0)+2) (1) = 2)(0)

=—xe™* @+ [ e =8 -0+2-1
=lim, _,, fob e™ . dx ggrgo fob x?. e dx =2
= lim (-x. e*]2_o+ [" e™dx)
it =0 fo ii. Il,im [ ;’ X.exdx = | ( Lihat penghitungan p pada
= lim (-b. e+ 1-¢") halaman sebelumnya)
=lim —b.e®+1- lime® S fo e =l e” 1)
b-co b—co . K
=lim (1-¢ °)
et 1] =Jim 1 - Jim &
Jadi 0
o0 i b . _
Var(X) = [ (x = 1. f{x) dx , lim [ e™ dx =1
=9 iy — 172 ®©. 132 Jadi Var(X) =2 -2)(1) +1=1
oo e = 1) fe) e + (e = 1)° fix) dix @X) =2-2)(1)

0 5 o 5 o Jika kita mengurakan lebih lanjut perumusan variansi
=L (= 1)%0 de [ 7Gx = 1) e dx dalam definisi variansi,maka akan diperoleh hasil sebagai berikut.
=0+f0°°(x2—2x+1). e;xdx Var(X) =EX - w?
=lim [P(x-2x+1). ¢* dx =EX* 2.u X+ i)
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= E(X?) - 2.0 E(X) + p?
= E(X*) - 2. ot t*
Var(X) =EX- )’
Jadi Var(X) = E(X-u)*
atau Var(X) = E(X)2 - [EQ)]2

Dengan  demikian, perhitungan variansi dari sebuah
peubah acak dapat dilakukan dengan dua rumus, yaitu:

a. Perumusan variansi berdasarkan fungsi peluang atau fungsi
densitas.

Perumusan variansi dari peubah acak diskrit bisa dilihat
dalam definisi variansi diskrit dan perumusan variansi dari
peubah acak Kontinu.

b. Perumusan variansi berdasarkan penguraian lebih lanjut dari
rumus  variansi. Dalam hal ini, penghitungan variansinya
berlaku untuk peubah acak diskrit dan Kontinu.

Berikut ini akan dijelaskan beberapa sifat dari variansi.

Dalil 1:

Jika ¢ adalah sebuah konstanta, maka Var(c) = 0

Bukti:

Berdasarkan definisi dari perumusan variansi,maka:

Var(c) = E [c - E(c)]?

E(c—c¢) .
=E )

Var(c) = 0 (terbukti)

Dalil 2:

116

Jika X adalah peubah acak dan adalah sebuah konstanta, maka:

Var(X + ¢)= Var(X)
Bukti:
Berdasarkan definisi dari perumusan variansi,maka:
Var (X +¢) =E[(X+¢c)—EX+c)]
= E[X +c~E(X) - E@)]°
=EfX+c—EX)-c]?
= E[X-EX)]*
Var (X +¢c) = Var(X) (terbukti)
Dalil 3:
Jika a dan b adalah dua buah konstanta dan X adalah peubah
acak, make:
Var(aX+b) = a* . Var(X)
Bukti:
Berdasarkan definisi dari perumusan variansi, maka:
Var@X+b) = EfaX +b)— E(aX+ b)J?
= EfaX + b)— E(@X - EB)]?
—EfaX+b—a.EX) -b]?
= EfaX —a. EX)]’
=& E[X —EX)]’
Var(aX+h) = a’ . Var(X) (terbukti)
Berikut ini akan diberikan contoh penggunaan sifat-sifat variansi
di atas.
Misalnya Farah mengundi sebuah dadu yang scimbang. Jika
peubah acak X menyatakan kuadrat dari munculnya angka pada
mata dadu,maka hitunglah
a. Var (2X)
b. Var (12X -1)
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Penyelesaian:

Distribusi peluang dari X berbentuk:

X 1 4 9 16 25 36

P 1 L 1

o =

L
6

| =

6 6 6

Berdasarkan definisi rataan diskrit,maka:

i B =X,p(x)
=) + @ Q)+ O0) + 16O+ 25)E) +36)E)

1,4 9 16 , 25 36
SXREREY _FR.W
6 6 6 6 6 6

B =

&2

Berdasarkan definisi nilai ekspektasi diskrit,maka:
i B =X, %% p()
= (DE) + (16) O+ BNE) + (OE)+ (625)Q)
+(1296)()

1 1 1 9 2
_116 81 19 625 1296
6 6 6 6 6 6

B =Z2

2215 8281 _ 5009
Maka Var(X) = = =

36 6
a. Var(2X) =4. Var(X) o
_ 5009
=) &)
b. Var(2X) =$
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c. Var(12X-1) ="' . Var(X)

5009

= (114) &3

Var(l2X -1) =22
Misalnya fungsi densitas dari X berbentuk:
gx)=1;0<x<l
=(0; x lainnya
Hitung Var(3X) dan Var(2X+10).
Penyelesaian:

Berdasarkan definisi rataan kontinu, maka:

i By =[_ xg()dx
= [° x.g(x) dat f; . g(x) doe+[” x. g () dx
= [° x.0dx+ fol x.1dx+[ x .0 dx
=0+ i-xz i D

il

EX) =
Berdasarkan definisi nilai ekspektasi kontinu, maka:
ii. EX?) = [ x*. g(x) dx
=ffwx2. g(x) dx + fol x* g(x) dx+ f1°° %2
g(x) dx
=[° x*.0dx+ fix% 1dxt [7x 0 dx
=0 +2x" 130+ 0
8

EX®) =3

Jadi, Var(X) = E(X?) — [ECA)]

119




b.

| e i
3 4 ¢ U
x Var(X) == 2. Diketahui fungsi densitas dari X:
i 12 f(x):{6x(1—-x)50<x< 1
| iil. Sehingga: 0; Lainnya
- Var(3X) =9. Var(X) Tentukan: :

| =) 3) " Var (%)
. 9 _ 9 _3 - H3

Var(3X) == -
| Var@X+10) = Var(2X) 3. Misalkan fungsi peluang dari x:
! C = ;
| DR P() = 20 = 123, .
| -4 G 3

L Tentukan M, (t)

Var2X+10) =3

4. Fungsi Pembangkit Momen Peubah Acak Kontinu 4. Misalkan fungsi pelang dari x:

1
Definis fungsi pembangkit momen peubah acak kontinu Fly) = g(x +1)i2<x<4
0; Lain
Jika X adalah peubah acak Kontinu dan f(x) adalah nilai fungsi A
| : ; c : : S Tentukan:
densitas dari X di x,maka fungsi pembangkit momen dari x
‘ ot ) a. M, (t)
: didefinisikan sebagai : b, E(x)
X
=% s A
. M| 8" A ax 5. Diketahui fungsi peluang dari x :
| Ix - 2|
] Soal F P(x) = Z x =-1,0,1,3
" Tentukan:
I. Diketahui peluang dari x: , a. M. (t)
. x
P(x) = Toi% = L2345 b. E(x)

Tentukan:
a. Var (x)




Kunci Jawaban Soal F

1. () Var(X) = E(X?) — (EX)?

Perhatikan

1

3
Dengan demikian:

Var (x) = 15-(13—:l _

o E(X®)=2X,x*p(x) 121
5 =15—T
X
= 1?62'5 135121
x= - 9

1i ; 14

—_ x2 - = —

‘ 15 9

x=1

(i = X, x° P(x)
5

X
e 3.5
Zx 15
x=1
5

1
=E(13+23+33+43+53)

1
' | = o2 (1+8+27 +64 +125)

1 1 4,
ZE'ZZS “E;x
=15 1
- E(X)=Zxxp(x) ZE(14+24+34+44+54)
5
= x.% =1i5-(1+16+81+256+625')
| x=1 _ 1
- 1 5 . ) —E979
| =), _979
*» " x=1 A 15 "
=E(12+22+32+42_+ 52) (Ill) H3=Z;(X—,u) P(X)
1 3 X
= o (1+4+9+16+25) =le(x—#) "I5
= x, E5 Perhatikan:
15 u=EX

| 122 123




124

1
=E(12+22+32+42+52)

1
= o1+ 4+9+16+25)

1
=15 55
11
3
Selanjutnya:

x=1
1 11,
5L 3)
x=1

5
1. .1
= (DG ) * (x— 11’
x=1

B (%) (515){(1(3 —11)° + (2(6— 11)° + (3(9
—11)% + (4(12 - 11)% + (5(15
- 11)%)

1y/1
=(—=|{=—=){-512 — 250 — 24 + 4 + 320
(55) (a7) 5 520

- (55) ) -een
 —154
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2. (i) Var(x) = E(X?) — (EX)*\
Perhatikan:

o E(XY)=[" x?f(x)dx

= f_ﬂ x2f(x)dx + [13:2 f)dx + ijz flx)dx

0 1

1
=0+f x%6x(1l—x)dx+0
0

1
= f x%-6x(1— x)dx

0

0
= 6{%(14 —-0h - %-(15 - 0%)}

1 1
=68

125




126

_ 3
==
o EX)=[" xf(x)dx

fo xf(x)dx+J’1xf(x)dx+ fwx f(x)dx
—c0 0

1
I
=0+Ix-6x(1—x)dx+0
. 0
:fx-(ix(l—x)dx
0
1
=6f x%—x%dx
! 1
1 1
g3 .4
=0GX 1% o
1 1
— GIo (13— 03) =2 (1% — 0%
6;(1° = 0%) -5 (1"~ 0]

=053
2

12

SN I )

Selanjutnya
Var (X) = E(X2) — (EX)?
B A5
=10~ &
3 1

10 4
_12-10

40

2

=40
1

- 20
(i) wp = [2, x* F(x)dx

= fo x3 f(x)dx+f1x3 f(x)dx+fmx3f(x)dx
—oo 0

1

1
=0+J x3 6x(1—x)dx +0
0

1
=J. 13 6x(1—x)dx
0

0

(iii) py = [7, (x—u)* fx)dx

= [" G pae+ [ G- fdd

+fm(x— 1)® f(x)dx
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1
= O+J (x— w)3f(x)dx + 0
0

= [ - w2
li]

Perhatilkan:
u=EX

1
=J.xf(x)d.x
0
1
=f x-6x-(1—x)dx
0
1
=6f x%—x3 dx
0
— 6{% (13 _ 03) _%(14 _ 04—)}
1 1
=059

1

L

Il

= O

Selanjutnya,
1

py = f (x — ) f(x)dx
0

4 1
=f (x —=)*6x(1— x)dx
0 2

1 1
= 33, _
= 6]0 (x 2) x(1.— x)dx

= 6]01%- x(1—x)(2x —1)%dx

&
= %f x(1—x)(2x— 1)3dx
0

1
=%f x(1—x)(8x% — 12x* + 6x — 1)dx
0

3 1
=ZJ’ x(8x3 —12x2 + 6x — 1 — 8x* + 12x°
0

—6x? + x)dx

3 1
:Zf x(—8x* +20x3 — 18x%+ 7x — D)dx
0

3 1
=Zf x(—8x5 4+ 20x* — 18x3 + 7x* — x)dx
0

3 8 20 18 7 1.4
== (——x®+—x5 ——x* +—x3—5) "

4° 6 5 4 3
3 8+20 18+7 1)
‘4( 6 5 4 3 2
3 14
T4 06

7

NS

3. My(t) =2, e™ P(x)
=Zw etx R 2(})5&:
x=1 3

= 2((%) + ()
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EKSPEKTASI DAN RATAAN GABUNGAN

. Ekpektasi Gabungan Peubah Acak Diskrit

Definisi Ekpektasi Gabungan Peubah Acak Diskrit:

Jika X dan Y adalah dua peubah acak diskrit, p(x,y) adalah
nilai fungsi peluang gabungan dari (X,Y) di (x,y) dan v(X,Y)
adalah fungsi dari peubah acak X dan Y; maka nilai
ckspektasi  gabungan dari v(X)Y) (dinotasikan dengan
E[v(X,Y)] dirumuskan sebagai:

EvX Y] =2, X, vix y).p(xy)

Pemahaman penghitungan nilai ekspektasi gabungan  diskrit
tersebut diperjelas melalui contoh.

Contoh:

Misalnya fungsi peluang gabungan dari X dan} berbentuk:

py) = (71—2)(x+2y); x=0,1,2,3
y=0,1,2,3
hitung EQXTY* — 1)
Penyelesaian:
Berdasarkan  definisi  nilai  ekspektasi  gabungan
diskrit,maka:
EQXF -1) =Z,Z,xy - 1).p(xy)

=X Tioo(2xy” - 1) ()(x+2y)
=D (0) + D@+ D@+ D 6)

HEHM OB+ G +AD (D) +
CH@+E)®H+(A5)©)+B5) @)+
1)) +(5)(5) +23) (7) +(53) ()]
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= +
= 2)0-2-4-6-1+1+3+35+119— (e (1 +2+3)

_ 6y
2+ 12+ 90 +280 — 3 +25 +161 +477) -2
XY -1 === Jadi, P y)  =Yiy=12

Fungsi peluang bersyarat dari X diberikan Y =y adalah:
2. Ekpektasi Bersyarat Peubah Acak Diskrit dan Rataan

Xy

Bersyarat BT

"(x| )= ==;x=1,2,3
Definisi ekspektasi bersyarat peubah acak diskrit: pixly) _Zi— -
Jika X dan Y adalah dua peubah acak diskrit, p’(x\y) adalah nilai Maka:
Jungsi peluang bersyarat dari X diberikan Y = y di x, dan p’'(y\x) .
adalah nilai fungsi peluang bersyarat dari Y diberikan X = x di y, EGXly=1) =X3_,(3x) (%)
maka ekspektasi bersyarat dari u(X) diberikan Y=y dirumuskan

1

sebagai berikut. =) (1+4+9)

| E[u)ly] =X, u(x).p"(x\y)

| Dan ekspektasi bersyarat dari v(Y) diberikan X=x dirumuskan EGXly=1) =7

sebagai berikut. b. Berdasarkan definisi ckspektasi bersyarat diskrit,maka:
E[v@)] =%, v(x).p" (y\x) EQPIx=1)=%,2y" .p"(y\x=1)
‘ Penentuan ekspelktasi bersyarat diskrit di atas diperjelas melalui Fungsi peluang marginal dari X adalah:
contoh berikut: Pi(x) - 22=1%
Contoh: | — () (142)
Misalnya fungsi peluang gabungan dari X dan ¥ berbentuk: 18
pﬁt,y)=;—3;—,'x=l,2,3dany=1,2 =i_:
hitung EGXly = 1) dan EQP|x =1) Jadi: Pix)=%:x=1,2,3
Penyelesaian: 6
a. Berdasarkan definisi ekspektasi bersyarat diskrit, maka: Fungsi peluang bersyarat dari ¥ diberikan X = x adalah:
EGXly=1)=%,3%p (x| y) .
Fungsi pelvang marginal dari ¥ adalah: p'(yl x)=—11—9— =93’- y=1,2
YRS ) I 6
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3.

Maka:

EQPIx=1) =3%2_,2y° .§

=) (148)
EQPIx=1) =6

Ekspektasi Gabungan Peubah Acak Kontinu dan Rataan
Bersyarat Peubah Acak Kontinu

Definisi nilai ekspektasi gabungan Kontinu:

Jika X dan Y adalah dua peubah acak kontinu, f(x,y) adalah
nilai fungsi densitas gabungan dari (X)Y) di (x,y) dan v(X,Y)
adalah  fungsi dari peubah acak X dan Y:maka nilai
ckspektasi  gabungan dari v(X)Y) (dinotasikan dengan
E[v(X,Y)] dirumuskan sebagai:

EaY] = [7 5 vy flxy)dx dy

Pemahaman penghitungan nilai ekspektasi gabungan Kontinu
tersebut diperjelas melalui contoh berikut.

Contoh:

Misalnya densitas gabungan dari X dan Y berbentuk:

fey =x+y;0<x<1,0<y<l

=0 ;x, y lainnya.

Hitung EQXY* —1).
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Penyelesaian:

EQxY-1) =[" [" 2xy*-1).f(x,y)dx dy

OO0 @y — 1) floydady +
folfol(ZXJ’z - 1 flx,y)dxdy +
IZ [T @xy = 1) fxy)dx dy

[0S @xy = 1)0dy + [7 [ 2xy* - 1)
x+ydedy+ [°[*(2xy'-1).0dx dy

1l

I

=0 + f:o flm(szj.)2 +2xy° —x—y)dx dy+0
1

=[Gy +x°y =227 —xylig) dy

=& +y —12-y)dy

23,14 1 12
=2y tf —op-2y]

2 _ 19
EQXP-1) =-2

4. Ekspektasi Bersyarat Peubah Acak Kontinu

Definisi ekspektasi bersyarat peubah acak Kontinu:

Jika X dan Y adalah dua peubah acak Kontinu, g(x fy) adalah
nilai fungsi densitas bersyaratdari X diberikan Y=y di x,dan
h(vlx) adalah nilai fungsi densitas bersyarat dari Y diberikan
X = x di y, maka ckspektasi bersyarat dari u(X) diberikan Y =
y dirumuskan sebagai berikut.

E[u(X) /3] = [7,w().glxly) d

Dan  ckspektasi  bersyarat dari v (Y) diberikan X=x

dirumuskan sebagai berikut.
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| E[v(Y) [x] =" v(y). h(y/x)dy
Penentuan ekspektasi bersyarat Kontinu di atas diperjelas
melalui contoh berikut.

' Contoh:
Misalnya fungsi densitas gabungan dari X dan} berbentuk:
Sfx,») = (Z—) x°; 0<x<2danl<y<2

=0;x,y lainnya
Hitung E(3X1y=1) dan EQ2YIx =1).

' Penyelesaian:
Berdasarkan definisi ekspektasi bersyarat kontinu, maka:

, EQG3Xly =1) = [ 3x.g(x Iy dx

Fungsi densitas marginal dari ¥ adalah :

| L0 =0 fly)dx

' Soal G
1. Misalkan fungsi peluang gabungan dari x dan y:

1
| P(x,y) = —36(95 +¥ix=0123¥y=012

Hitunglah:
EQ2x*y—3xy+1)
EQxy*+xy—vy+2)
E(3x%|y)

E(2y*|x)

E(x]y)

E(ylx)

a.
b.
c.
‘ d.
&
£
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2. Misalkan diketahui peluang gabungan dari x dan y

1 2
X
| 1 1
8 16
2| L )
16 16
3 1 1
8 8
s 2 1
16 4
Hitunglah:
a. EQ2x*y—-3xy+1)
b. EQxy*+xy—y+2)
c. E(3x%|y)
d. E(2y?|x)
e. E(xly)
£ E(ylx)

3. Misalkan x dan y adalah peubah acak yang saling bebas dan
masing- masing mempunyai fungsi densitas sebagai berikut:
_(6x(1-x);0<x<1
L) = { 0; lainnya
_(Zy;0<y<1
f(x) = { 0; lainnya

Hitunglah:
a. EQx%y—3xy+1)
b. EQxy*+xy—y+2)
c. E(3x?|y)
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d. E(2y*lx) | =250 X3=0 7Y 35 (X +)

e. EGly) | —Zz_ozx 055 X2y (x+)
£ E(y|x) ) =0
4. Diketahui fungsi densitas gabungan dari x dany =2y- 030 {(0C0+y)+y (L +y) +4yQ2+y) +
%
flxy) = x2+~§3{;0<x<1,0<y<2 923'(3+y}
) , 0; lainnya y=55 {(y+y2+8y+4y? + 27y + 9y?}
Hitunglah: =Ez.~0 - {36y +14y%)
. E -
E Egg =¥ o5 ¥ (18y+7y)
. EGly) == {0(18+0)+1(18+7)+2(18+14)}
d. E(ylx) =i{o+25+64}
. Diketahui fungsi densitas gabungan dari x dan y -1 g9
- 15’
h(x,y) = {xye x>0,y >0 _8
0; lainnya -
Tentukan:
a E(x) = 2y 2xxy P (%,)
b. E(y)
¢ EGly) "D Dy g (4y)
d. E(ylx) =2 023_03—0xy (x+)
— T2
Kunci jawaban soal G Z ”030 (0C0+y)+y L+ +2y2+y) +
' 3y(3+y}

1. a) EQ2x%y—3xy+ 1)
=E (2x%y) — E (3xy )+ E (1)
=2E (2x%y—3E (xy) + 1 =305 {14y +6y?)
=2E(x*y)—3E (xy) +1) - 52’915(7y+3y )
Perhatikan :
E(x%y) = 5,2, 2%y p (x,3)

L 030 {0+y+y*+4y+2y*+9y+ 3y?}

:E{(O+O)+(7+3)+(14+[2)}
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Dengan demikian,

E(szy—axy+1)=2.(5§)-3 %)4—]

178 108 15

BYE (2xy? +xy—y+2)=E(2xy*+E (xy) —E (y +2)
=2E(xy)+Exy)—E ¥+

2)

Perhatikan :
Ey=2,yp, )
py, () adalah fungsi densitas marginal dari y diperoleh
dengan cara :
Py (N =2e P (X))

1
= i=05(x+y)

=3i0+{(0+y)+ A+y)+ Q2+y)+ B+

=21

= {6+ 4y}

=

= (3+2y)
Dengan nilai p,, (¥), maka E 'Y dapat dihitung :
Ey=2,ypy ()

=32,y .=(3+2y)

=¥ sy (3 +2y)

== {0(3+0)+1(3+2)+2(3+4)}
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Exy?= T, % xy*p (%)
=32 o Fhapdy? o (x+7)
— 132 Ty (x+Y)

=332 o {00+ y)+y* A+ )+
2y*(2+y) + 3y (3+y)}

L33 o {0+y2+yP +4y? +2y° + 97+ 3y7)

== Y5 {14y7 +6y°}

=132 y3(7+3y)

=-11§{0(7+0)+1(7+3)+4(7+6)}

=1 0+10+52)

=92

15
Dengan demikian,
_o (62) (3.2

E(ny2+xy—y+2)*2-(E)+(15) s 2
_ 124+36-19+30

B 15
171

15
2. E(2x2y-3x+1)=E(2xy)-E(3xy)+E(D)
=2E(¥y)-3E(xy)+1

Penyelesaian :

o E(PY) =X, . 2yp(xy)
=52 e YR T)




=22 p(Ly) + 4yp(2,y) + 9yp(3,) +
16yp(4,)}

= {Ip(1,1) +4p(2,1) +9p(3,1) + 16p(4,1)} + {2p(1,2)
+ 8p(2,2) + 18p(3,2) + 32p(4,2)}

={1.l+ G o 19, Sapp 18.i}+ {.2.i+ g2 4
8 16 8 16 16 16

1 1
18.> + 32.1}

- B G

_ 20+52+10+164
18

_ 246
18
123

9

E xy =X, 2 xyp(xy)
= L i XY PLRY )

=22 p(Ly) + 2yp(2,y) + 3yp(3,y) +
4yp(4,y)} '
= {1p(1,2) +4p(2,2) + 6p(3,2) + 8p4,2)} + {2p(1,2) +
4p(2,2) + 6p(3.2) + 8p(4,2)}
_ 1 1 il 3 ) 1
—{1.§+ Z.E'I- 3'E+ 4.;}-{* {Z.E‘-l- 4.;4—
6im 8.1}

8 4

i ] o . 28]
8 16 16 8

Dengan demikian,

E@dy-3xy+1) =2(2) - 2(2)+ 1
=4-92—243+18

18

_ 267

18
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1
M3z = 335=1(x_ 2)3-5

=3)(1-2) +(2-2’+(3-2)’]

MOMEN DAN FUNGSI PEMBANGRIT
GABUNGAN
=1 +0+1)
uz =0
2. Variansii Bersyarat Peubah Acak Diskrit

Definisi variansii Bersyarat Peubah Acak Diskrit:

Jika X adalah peubah acak diskrit dan p(x) adalah nilai Jika X dan Y adalah dua peubah acak diskrit, p’(x |y) adalah
fungsi peluang adari X di x, maka momen sekitar rataan ke-k

(dinotasikan dengan py ) dinotasikan sebagai :

1. Momen Sekitar Rataan Peubah Diskrit
Definisi momen sekitar rataan peubah diskrit:

nilai fungsi peluang bersyarat dari X diberikan Y=y di x, dan
. p” (vl x) adalah nilai fungsi peluang bersyarat dari 'Y
He = Ze(x =" p(x) diberikan X=x di y, maka variansi bersyarat dari X diberikan
Pemahaman penggunaan rumus momen sekitar rataan diskrit Y=y dirumuskan sebagai:

diperjelas melalui contoh berikut. Var(X/y) = S,lx — E(X/y)]2 Pl
Contoh:

Misalnya fungsi peluang dari X berbentuk
| p(r) =55 % = 1,2,3

Dan variansi bersyarat dari Y diberikan X=x dirumuskan
sebagai:

‘ Var(¥lx) = Ty[x = EXI)T .p (0 1%)

hitung pt3 | Pemahaman penggunaan rumus variansi bersyarat diskrit di
penyelesaian: atas diperjelas melalui contoh berikut:
Berdasarkan definisi momen sekitar rataan diskrit, maka: Contoh:
s =2, (x — 1) p(x) Misalnya fungsi peluang gabungan dari X dan ¥ berbentuk:
| Kita akan menghitung dahulu nilai p ' plxy) = (;—2)(x+2y); x=0,1,2,3dany=0,1,2,3

Berdasarkan definisi rataan diskrit,maka:

Tentukan Var(X/y) dan Var(Y/ x).
| w=E() =3, xp(x)

Penyelesaian:

| =Z§=1x.§ a. Berdasarkan perumusan variansi bersyarat diskrit,
=) (142+3) maka:
3 R
u=EX) =2 Var(X1y) = Tulx = EXIY)Y .p'x 1)
Yadi: Dari penyelesaian diperoleh:
| 145
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146

Pl /=22 x=0,1,2,3dany=0,1,2,3

648y
= _ JHBYN2 a2y
EX1y) x=0(% 3+4y) (6+8y)
T3 _ 7+6y.2 x+2y
Lp=o(X 3+4y) (6+By)
T3 2\ XH2Y 2(746Y) w3 x+2y
x=0(¥ )(6+By) 3+4y Z =0x(6+8y)+
(7+6¥)2 3 (x+2y)
3+4y “X=0%1gy

Kita akan menguraikan suku satu per satu

. 2, 1
i TR o) T gl 0 ()t

(B2+2y)+H9)(3+2y)}
:ﬁ(myﬂw 8y+27+18y)

3 x+2y, _ 36+8y
3 O Y = H

. 2
i Do) =gt 0 F ()t

(A(2+2)+H9)(B3+2)}
= $(1+2y+4+4y+9+6y)

3 x(x+2y) _ 14+12y _ 7+6y
x=0" N6 48y 6+8y  3+4y

e 3 xX+2y _
iil. 33 =0(6+8y) =

1

{2)+(1+2p)H2+2y)+(3+2y)}

6+8y
3 X+2Y _ 6+8y =]
x_0(6+-8y) 6+8y
Maka:
_1B+14y  14+12y . ,7+6Y 7+6y 2
VarcX = - + 1
X7y 3+4y (3+4y )(3+4-y) (3+4y) (1
_ (18+14y)(3+4y) ~(14+12y) (7+6y) + (7+63)2
3+4y?

_ 20y% 430y +5,
- 3+4y2 sy_0: ]-n 233

b. Berdasarkan perumusan variansi bersyarat diskrit,
maka:
Var(Y/x) =X,y —EXIX)}.p G [3)

Dari penyelesaian diperoleh:
xX+2y |

plx /y)=4x+12,x=0, 1,2,3dany=0,1,2,3

Var(X/y)

e -
Jadi:

3x+14 +2
Var(Y/x) = ;=n[y_ .—:;.,.5 ]2(;;“3’2)

= 5=0(’ i S

4x+12
2(3x+14) 3 x+2y (3x+14)2 3 x+2y
=t A A 4 +

2X+6 EY—Oy(4x+12) 2x+6 y_0(4x~+12)

Kita akan menguraikan suku satu per satu
; +2 1
i X3P IEED)= o (0 + (D2 ()a+4)+3)(

4x+12
x+6)}

= (x+2+4x+16 +9x+54)}

4x+12

3 TADY o FAERY.
3’=°(y2)(4x+12) 6+8y

LYY (o) = ——{0 + (D20 )+4)+G)

4x+12
X+6))

1

= (x+2+42x+8 +3x+18)}
4x +12
3 x+2y _ 6x+28 _ 3x+14
y:QY(4x+1z) T ax+12 2x+6
o owg pXE2Y 1 )
iii. 25 - (m) = == A (x+2)+ (x+4)+H( x+6)}
3 (x+2y _4x+12
y=0 4x+12) 4x+12
Maka:
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_36+76x  6x+28, 1443x 3x+142.2
Var(Y/x) T (5+2x )(6+2x (AR 6+2x (D)
_ (36+7x) (6+2x) —(6x +28) (14-+3x) +(3x +14)*
(6+2x)7?
_ 5x*+30x+20
Var(X/y) ey :x=0,1,2,3

Penentuan variansi bersyarat dari sebuah peubah acak
Kontinu diberikan peubah acak Kontinu lainnya, baik variansi
bersyarat dari X diberikan Y=y maupun variansi bersyarat
dari Y diberikan X= x dijelaskan dalam definisi variansi
bersyarat kontinu berikutnya.

Fungsi Pembangkit Momen Gabungan Peubah Acak Diskrit
Definisi Fungsi Pembangkit Momen Gabungan Peubah Acak
Diskrit.

Jika X dan Y adalah peubah acak diskrit dengan p(x.y)
adalah nilai fungsi peluang gabungan dari X dan Y di (x,y)
maka fungsi pembangkit momen gabungan dari X dan Y
didefinisikan sebagai:

M12)= 2.2y € pey)

Pemahaman penggunaan rumus fungsi pembangkit momen

gabungan diskrit dan penghitungan nilai rataan dan variansi
berdasarkan hasil fungsi pembangkit momen gabungan
diperjelas melalui contoh berikut.

Contoh:

Misalnya fungsi peluang gabungan dari X dan ¥ berbentuk:

pley) =G5 (ot x= 1,23, dan y=1,2
Penyelesaian:

a. Berdasarkan definisi fingsi pembangkit ~momen
gabungan diskrit, maka:

M) =2 Xy Y )
= Z§=12§,=1 gh® 'sz(%) (x+y)
= (21_1) (e LA el ¥ 2,34 o, 2, 44e
3 x4 43N, 5)
Mt t:) = i) (2.e ! W2y g K2y, 20422 g

3t x +
5. )

Dengan: ;€ R, 1€ R

. Fungsi pembangkit momen marginal dari X adalah:

M) = M(1.0) = &) (. +7.? +9.e 7)1, € R
Rataan dari X adalah:
_aM(t1,0)

E(X) - el ]t1=0

= (2_11') (5. +7.e7 +9. e ¥ )] 120

= ()6 + 14+27)
46
E(X) =

Variansi dari X adalah:
VarX) =EX) - [EQP

_ 8zM(t1,0)
E(X°) = = lu=
=L (5.¢" 428 ¥ +81. ¢ ] 1o
= ()(5 +28+381)
2 =
B =3

: =204 403 98
Jadi, Var(X')=— (21) =
Fungsi pembangkit momen marginal dari ¥ adalah:
M(a) = M(0,0) = () O.e” +12.67%); 126 R
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Rataan dari Y adalah:
AM(0,t2)

E(T) = T lr2=0
= (i) (9.6 +24.6%"
=(-)(9+24)

By =2

Variansi dari Y adalah :

Var(Y)  =E(¥*) - [EY)]

i} _aM(0,t2)
Bty =ely

=) (9. +48.6,5,

e L
—(21)(9+48)
2 w57
E(Y") e
1 =) 5_7 Lo _3_3_ 2 — ﬂ
Jadi, Var(l) — (21 b =
Momen Sekitar Rataan Peubah Acak Kontinu
Definisi momen sekitar rataan peubah acak Kontinu:

Jika X adalah peubah acak kontinu dan p(x) adalah nilai -

Sfungsi densitas dari X di x, maka momen sekitar rataan ke-k
(dinotasikan dengan uy ) dinotasikan sebagai :

= 20, Ce = )" )

Pemahaman penggunaan rumus momen sekitar rataan kontinu
diperjelas melalui contoh berikut.

Contoh:

Misalnya fungsi densitas dari X berbentuk:

ft))= 220 <x<30

=0,x lainnya.

Hiung p5= [ (x — p)’ () dx
Kita akan menghitung dulu nilai u
Berdasarkan definisi rataan kontinu maka:

w=EX) = f_mmx fx) dx
= f_ZSOX.f(x) dx+f23: x. f(x) dx+f3°; a0, i) e
:J-’ii 0.7%) dx+f2300 11_0' f&) ¢V+fgo; 0. f{x) dx

=0+ (5 2"13220) +0

u=EQY) =25
Jadi:
#3 = [7 (x—25)" ) dx

=% (x—25)° fiw) dx-+ f) (x = 25)° f)
dx+ [ (x — 25) f{x) dx
=2 (x—25)°.0 dx+ [ (xx — 25)°. —dix+
Jo (x = 25)°.0 dx
_ 1 (30 3
= 0+Ef20 (x —25)'dx+0
Misalnya :u =x— 25

du=dx
Batas-batas : untuk x = 20,maka g = -5
untuk x = 30,maka u =5

15 3
ps = [Cowdu
1
-2 Wl s

uz =0

. Variansii Bersyarat Peubah Acak Kontinu

Definisi variansii bersyarat peubah acak Kontinu:
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Jika X dan Y adalah dua peubah acak Kontinu, g(x/y) adalah
nilai fungsi densitas bersyarat dari X diberikan Y=y dix, dan
hiv/x) adalah nilai fungsi densitas bersyarat dari Y diberikan
X= x di y, maka variansi bersyarat dari X diberikan Y=y
dirumuskan sebagai:

Var(Xhy) = [2,[x = EQX/y)] .glcly) d

Dan variansi bersyarat dari Y diberikan X = x dirumuskan
sebagai.

Var(Yi) = [ [y — ECY /X)) .g(vk) dx

Pemahaman penggunaan rumus variansi bersyarat kontinu di
atas diperjelas melalui contoh berikut.

Contoh:

Misalnya fungsi densitas gabungan dari X dan ¥ berbentuk:

fxy) =e”; 0 < x<y <oco=0;x,y lainnya.

Hitung Var(X/y) dan Var(Y/x)
Penyelesaian:
a. Berdasarkan perumusan variansi bersyarat Kontinu,
maka:
Var(Xfy) = [ [x — E(X/)]’.g(x/y) dx
Dari penyelesaian contoh tersebut diperoleh:

gdy) =5 0<x<y<oo
= 0; x,y lainnya.
E(X5) 20 <y <o
Jadi:

Var(Xfy) = [, [x =1 .g(x/y) dx

=[° [x =21 .gtem)
d+ |7 [x = 21 .g(xhy) dx
[ L= 20 e flx— 22 el -
217.(0) dx

0 (Y2 g o (Y Y2y
—0+y{f0x dx —y [ xdx + [ dx+0

dx+ [ [x — 2T gx)

1,13 y.2, 2 ¥y
=—{=x" - =x"+y /f4x
y{3 2x y ]x:()

=C) (B~ +y'14)
Var(Xfy)= y*/12 ;3> 0

6. Fungsi Pembangkit Momen Gabungan Peubah Acak Kontinu

Definisi fungsi pembangkit momen gabungan peubah acak
kontinu:

Jika X dan Y adalah peubah acak Kontinu dengan f(x,y)
adalah wilai fungsi gabungan dari X dan Y di (x,y), maka
fungsi pembangkit momen gabungan dari X dan Y
didefinisikan sebagai:

M1.2)=J2, [ ™ fy) de dy

Pemahaman penggunaan rumus fungsi pembangkit momen
gabungan diskrit dan penghitungan nilai rataan dan variansi
berdasarkan hasil fingsi pembangkit momen gabungan
diperjelas melalui contoh berikut.

Contoh:
Misalnya fungsi densitas gabungan dari X dan ¥ berbentuk:
fey) =’ 0<x<y<o

=0 ;x, y lainnya.
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d.

Tentukan  fungsi  pembangkit —momen  gabungan
M(1.2).

Tentukan fungsi pembangkit momen marginal dari X,
kemudian hitung £(X) dan Var(X)

Penyelesaian:

Berdasarkan  definisi  fungsi  pembangkit —momen
gabungan Kontinu, maka:

M(iz) = ffom ffowe”x““’y. flx,y) dx dy
= [0 fxy  dx dy
A M Jf:y) dx
dy+ [, [ fey) d dy
= ™ A dy
+f° e (@) dx
dy+ % 7 (") (0) dx dy
=0+ [ e? P e ) dy +0
:tl_l fom ey (-tl-2) o (1-12) dy

1 b y(1-t1-12) _ -y (1-12
= =lim;, o 5 & -e? (D gy

1 pyQetlad) =1 ey (-

=-1—1imb_, (
t1 OM1—t1-t2 1-t2

b
. y=

-1 .
= < <
(1-t1- 2)(1_‘.'.2}‘ f[ =+ fg 1, f_? 1

M(i1,2)

b. Fungsi pembangkit momen marginal dari X adalah:

M) == <l

Rataan dari X adalah:

_aM(t1,0)

Soal H
1. Diketahui fungsi densitas gabungan dari x dan y

£ = {7 iy
Tentukan:
a. HUpa!
by,

2. Diketahui fungsi densitas gabungan dari x dany

1
glx,y) = [g:(xny) = (02%(1:1):(2.2)

0; lainnya
Tentukan:
a5
b. 4

3. Misalkan fungsi densitas gabungan x dan y

_ (e ¥x >0,y >x
X3 = { 0; lainnya

Tentukan:
a. M(ty,tp)
b. P berdasarkan hasil M(t,,t;)
4. Misalkan fungsi pelang gabungan dari x dan y

X
P(x,y) = %; x=123,dany =123

a. Tunjukkan bahwa E(xy) = Ex.Ey
b. Tunjukkan bahwa P =0
5. Misalkan fungsi densitas gabungan dari x dan y
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_ (Bxy;0<y<x<l
k(x,y) = [ 0; lainnya

Tentukan:
a. Var(x|y)
b. Var(y|x)

Referensi

E Walpole Ronal & H Myers Raymond, 1995. llmu Peluang
Dan  Statistika  Untuk Insimpur Dan  llmuwan,
Bandung: [TB.

Nan haryanto, Tuti Gantini, Pengantar Statistika matematis
(Bandung: CV.YRAMA WIDIA,2009)
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DISTRIBUSI BERNAULI DAN BINOMIAL

1. Distribusi Bernoulli

Apabila ada sebuah eksperimen mempunyai dua hasil yang
muncul, seperti “sukses” dan “gagal” dengan masing-masing
peluangnya p dan (l-p), maka peristiwa yang diperhatikan, baik
sukses maupun gagal akan berdistribusi bernoulli.
Definisi 8.1: Fungsi Peluang Bernoulli
Peubah acak X dikatakan berdistriusi Bernoulli, jika dan hanya

Jika fungsi peluangnya berbentuk:

pe)=PX=x)=p"(1-p'x=01
Peubah acak X vang berdistribusi Bernoulli dikatakan juga
peubah acak Bernoulli.

Penulisan notasi dari peubah acak yang berdistribusi
Bernoulli adalah B¢x; I, p), artinya peubah acak X yang
berdistribusi Bernoulli dengan peristiwa yang diperhatikan, baik
sukses maupun gagal dinyatakan dengan x, banyak eksperimen
yang dilakukan satu kali dan peluang terjadinya peristiwa yang
diperhatikan, baik sukses maupun gagal sebesar p.

Sebuah eksperimen dikatakan mengikuti distribusi Bernoull,
jika eksperimen itu memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:

a. Eksperimennya terdiri atas dua peristiwa, yaitu peristiva
yang diperhatikan (sering disebut peristiwa sukses) dan
peristiwa yang tidak diperhatikan (sering disebut peristiwa
gagal).

b. Eksperimennya hanya dilakukan sekali saja
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Dalil 8.1 Parameter Distribusi Bernoulli 1
B Z " pr(1-p)t

Rataan, variansi, dan fungsi pembangkit momen dari

distribusi Bernoulli adalah sebagai berikui: x=0

I pu=p = (eNEHA-p) + (eHEHA-p)°
2. ¢?=p(l—p) . M;l;( ) =(1-p) +p. e’(terbukt)

3. M) =(lp) +p.etER Qo

Misalnya Y~ B(y; 1, Z)

Tentukan fungsi distribusi dari Y.
Penyelesaian:
Fungsi peluang dari ¥ adalah:

Bukti:
1. Berdasarkan definisi rataan diskrit, maka:

u=EX) = z x.p(x)

| - Z X G- P p)= Pr=y= G ) ("

_ 0 +pl(1—p)tt ] Jadi: p(0) ——danp(]) ==

p=E(X)=p (terbukti Fungsi distribusi dari ¥ adalah: !
2. Berdasarkan definisi variansi diskrit, maka: Untuk vy < 0: I
|

Fy) =0 |
Untk 0 <y < 1; ‘

2 p*(1-p)t* - F©) = Zeey () = Zeeo (D) = p(0) ":‘
= Z(x p)* .p*(1-p) =2 |

6% = Var(X) = Zcx —w?. p(x)

= (0-p)? cp°)(1 p) + (1 —) (pi)(l p)° Uik 3+ = 1; i
=p*—p*+p-2p"+p° F©) = Teyp(t) = Teey PO = p(0)+p(1) = 2 + = k

=p-p’ FO) =1 {

o2 =Var(X) =p(1 - p) (terbukti) Sehingga F@) = 0; y < 0 ‘

3. Berdasarkan definisi fungsi pembangkit ~momen =z_ 0<y <1 1{
diskrit, maka: ‘
=lyv=1 ‘

Myt) =Y. e™ .p(x) I
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2. Distribusi Binomial

Misalnya kita melakukan suatu eksperimen yang hanya
menghasilkan dua peristiwa, seperti peristiwa sukses (S) dan
peristiwa gagal (G).

Peluang terjadinya peristiwa S, P(S), sebesar p dan peluang
terjadinya peristiwa G, P(G), sebesar I — p. Kemudian
eksperimen itu diulang sampai » kali secara bebas. Dari n kali
pengulangan itu, peristiwa S terjadi sebanyak x kali dan sisanya
(n-x) kali terjadi peristiwva G. Kita akan menghitung besar
peluang bahwa banyak peristiva sukses dalam eksperimen itu
sebanyak x kali.

Karena setiap pengulangan bersifat bebas, P(S) = p dan P(G)
= | — p berharga tetap untuk setiap pengulangan percobaan, maka
besar peluang dari peristiwa susunan di atas adalah:

P(SSS..8GGG...G) -
P(S).P(S).P(S)...P(S).P(G).P(G).P(G)..P(G)

= @ ©--@dp)A-p)dp)..(1p)
=P

Karena banyak susunan keseluruhan peristiwa S terjadi ada-

(2) cara, maka peluang bahwa peristiwa S terjadi dalam x kali
adalah:
Px =x)= (") p'ad-p"*
Definisi 8.2: Fungsi Peluang Binomial
Peubah acak X dikatakan berdistribusi binomial, jika dan hanya
Jika fungsi peluangnya berbentuk:
p)=PX=x)=(0)p"p)"x=0123 ..n
Peubah acak X yang berdistribusi binomial dikatakan juga peubah
acak binomial.
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Penulisan notasi dari peubah acak X vyang berdistribusi
binomial adalah B(x; n, p), artinya peubah acak X berdistribusi
binomial dengan banyak pengulangan eksperimen sampai » kali,
peluang terjadi peristiwa sukses sebesar p, dan banyak peristiwa
sukses terjadi ada x.

Sebuah eksperimen dikatakan mengikuti distribusi binomial,
jika eksperimen itu memenuhi sifat-sifat sebagai beriku:

1. Eksperimennya terditi atas dua peristiwa, seperti sukses

dan gagal

2. Eksperimennya diulang beberapa kali dan ditentukan

banyak pengulangannya.

3. Peluang terjadinya peristiwa sukses dan gagal pada setiap

pengulangan eksperimen bersifat tetap.

4. Setiap pengulangan eksperimen bersifat bebas.

Dalil 8.1 Parameter Distribusi Binomial

Rataan, variansi, dan fungsi pembangkit momen dari
distribusi Binomial adalah sebagai berikut:

1. u=np

2. c*=np(l-p)

3. Myt)=[(1-p)+p.e]; tER

Bukti:
I. Berdasarkan definisi rataan diskrit, malka:
n
n
- = - . X[ g —X
k=B =) xp = x.()pa-p)
x=0

—_ 3 n! X n—x
= ;(x— Ditn—an? &=p)
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DI (n—x)!

n—1
x=1

Misalya: y =x —1ldanm=n— 1.
Batas-batas: Untuk x = 1, maka y = 0.
Untuk x =n,makay =n—1=m.
= np Xk, (’}}) pr(1—-p)™.
=(np)(1)
u=E(X) = (np) (terbukti
2. Berdasarkan definisi variansi diskrit, maka:
Var(X) = E(X*) — [E(X)]?
= E[(X(X = 1)+ X] = [E(D]?
= E[(X(X — D] + EX) — [EX)]?
Berdasarkan definisi nilai ekspektasi diskrit, maka:

E[(X(X — D] = Zx(x —1).p(0)

X

9 —1)!
=npz=;(x_(n L pi(—pyr

n

_ Z #(x — 1), (:“) p¥(1— p)"*

x=0

3 n! X n—x
| :xZ;(x—Z)!(n—x)!p =g

n
(n—2)!
= -1 ZZ x—2 — n=x
x=
Misalnya: y=x—2danm=n— 2.
Batas-batas:
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Untuk x = 2 maka y = 0.
Untuk x =nmaka y=n—-2=m
E[(X(X — D]

=n(n

. !
- Dp? Z }!(mLﬂy)‘!Py(l =gy
y=0

=n(n- 1)p2i (T;) p?(L—p)™™
y=0

= [n(n — Dp?I(1)
E[(X(X - 1] =n(n—1)p?
Jadi: Var(X) = n(n— 1)p* + np —n?*p?
= n?p? —np? + np —n?p?
= np—n?p?
Var(x) = np(1—p) (terbukti)
3. Berdasarkan definisi fungsi pembangkit momen diskrit,
maka:

My(t) = Xee™ .p(x)

Z (:)p"(l —p)

x=0
n

= > () wera-n=

M, (@) =[(1-p) :—Hl;) et]™ (terbukti)
Contoh:
Apakah artinya Y ~ B(Y; 6, i) ? Kemudian tuliskan bentuk
fungsi peluangnya.

Penyelesaian:
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Y ~ B(Y; 6, %) artinya peubah acak Y mengikuti distribusi
binomial dengan banyak pengulangan eksperimennya sampai
6 kali peluang terjadinya peristiva sukses sebesar % dan

banyak peristiwa sukses y.
Fungsi peluang dari Y adalah:

6\ /1\Y /3\¢Y
px) = (y)(4) (4) ;v=012,3,45,6

Soal |

L
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Jika fungsi pembangkit momen dari Y adalah %+% et

tentukan

a. Bentuk fungsi peluangnya

b. E (Y) dan Var (Y)

Tunjukan bahwa P (x) = (1-p) '™ =0,1 merupakan
fungsi peluang dari distribusi Bernoulli

Sebuah kotak berisi 8 bola pingpong kuning dan 12 bola
pingpong putih. Kemudian sebuah bola pingpong sambil
secara acak dari kotak itu. Minsalnya x = 1, jika bola
pingpong yang terambil berwarna kuning dan x =0, jika bola
pingpong vang terambil berwarna putih.

a. Tentukan distribusi peluang dari x

b. Tentukan fungsi dari pembangkit momen dari x

¢. Hitung E (x) dan Var (x)

Jika x ~ B(x;n,p ), maka buktikan bahwa :

a E(H=p
b B gy B2

Minsalkanfungsi pembangkit momen dari X berbentuk :

M () =(04.e'+0,6)°;tER

Jika y =3x+2, maka :

a. Tentukan fungsi pembangkit momen dariy
b. Hitung E (y) dan Var (y)

Referensi

Nan haryanto, Tuti Gantini, Pengantar Statistika Matematis
(Bandung: CV.YRAMA WIDIA,2009)

E Walpole Ronal & H Myers Raymond, Ilmu peluang dan

statistika untuk insinvur dan ilmuwan, Bandung: [TB.
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DISTRIBUSI TRINOMIAL DAN POISSON

1. Fungsi Peluang Trinomial
Ditribusi binomial bisa diperluas menjadi distribusi trinomial
Definisi 8.3 : fungsi peluang trinomial

Peubah acak X dan Y dikatakan berdistribusi trinomial, jika dan
hanya jika fingsi peluangnya berbentuk :

n
p(xy)= -—,mplpgp; Y by £

pi+p2tps=1
peubah acak X yang berdistribusi  Trinomial dikatakan juga
peubah acak trinomial .

penulisan notasi dari peubah acak X dan Y yang berdistribusi

trinomial adalah

T (x y;n p, p2 ) artinya peubah acak X dan Y berdistribusi
trinomial dengan banyak pengulangan eksperimenya sampai 1
kali, peliang terjadi peristiwa sukses pertama dan kedua berturut
— turut py (X) dan p2 (y), dan banyak peristiwa sukses pertama dan

kedua masing —masing x dan'y.

Fungsi pembangkit moment dari distribusi binomial bisa dilihat
dalam dalil 8.3

Dalil 8.3 : Fugsi pembangkin momen gabungan trinomial
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Fungsi pembangkit dari distribusi trinomial adalah :

M( t,2)=(p Leh +p2 Lebz P2 .et3)" it hER

Berdasarkan fungsi pembangkit momen gabungandari X dan Y .
kita bisa menentukan fungsi fungsi pembangkit momen marginal
masing — masing dari X dan'Y,

Fungsi pembangkit momen marginal dari X adalah

Mg(t)) =M(t;, 0) = (pi . el +p, +p; )"
M(®) =M, 0)=[pi.er+(1-p)]";t€R

— e —

Ternyata bentuk diatas merupakan fingsi pembangkit momen
dari  distrbusi  binomial ~ dengan  banyak  pengulangan
cksperimennya sampai n kali dan pelang terjadinya peristiwa
sukses pertama sebesar p; , sehingga bisa ditulis

X=B(x;np)

Maka fungsi peluang dari X berbentuk

P =(Mpf(1-m )" *;X=0,1,2,3,

Rataan dan Variansi dari X adalah
EX)=n.p

Var(X) =n.p; (1-p1)

Fungsi pembangkit momen marginal dari Y adalah \

My(t) = M(0, t2) = (p1 +p2.e“2+p3 )"

My(t) =M(0, o) =[p2.e2+(1-p2)]";ER




Ternyata bentuk diatas merupakan fungsi pembangkit momen
dari  ditrbusi  binomial  dengan  banyak pengulangan
eksperimennya sampai n kali dan peluang terjadinya peristiwa ke
dua sebesar p sehingga bisa ditulis

Y~B(y;np2)

Maka fungsi peluang Y berbentuk

Py =(Mp(1-p2)' 7:y=0,1,23,...n
Rataan peluang dari Y adalah

EX)=n.p

Var(Y) =n.p2 (1-p2)

Dari uraian diatas, kita dapat menyimpulkan bahwa jika X dan Y
berdistribusi trinomial, maka distribusi marginal masing — masing
dari X dan Y adalah distribusi binomial.

Contoh :

Jika X dan Y adalah peubah acak berdistribusi trinomial, maka |

tentukan :
a. Ditribusi bersyarat dari X diberikan Y =y
Penyelesaian :

a. Fungsi peluang bersyarat dari X diberikan Y =y adalah :

Pixiy) 23

Dengan :
P(xy)=

n! x Y. Nn—x—y
2y n-—x-y)! Pi P2 Ps
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2. Fungsi Distribusi Poisson
Distribusi poisson ini  diperoleh dari distribusi - binomial,

apabila
berikut.
g

n!

Pz(&)’FmPg(i-pz)”_y

Maka :

n!

Pl ~TEE

y -
FEngorz (1~ p)"

pivy s

(n—y ! P1 \x/_Pz \n-x-y
(1"1’2) (1_172)

wx!(n—x—y)!

_ -y P1 Nxpq _ _P1 \N=X=Y. 4 =
P((1Y) ~mooon G A" 7%= 0,
1,:2,3s mai=y

Ternyata fungsi peluang bersyarat dari X diberikan Y =y
berasal  dari  distribusi  binomial ~ dengan  banyak
pengulangan eksperimennya sampai ( n -y ) dan dan
P
(1-py) ?

peluang terjadinya peristiwa sukses ~sebesar

sehingga bisa ditulis

(x1y) ~B (xin =y )

dalam distribusi binomial beraku syarat-syarat sebagai

Banyak pengulangan eksperimennya sangat besar (n —»

oo)_

Peluang terjadinya peristiva yang _diperhatil{an mendekati
nol(n 0)
Perkaliann .p = a , sehingga p =% .




‘ Definisi 8.4 : fungsi peluang poisson Untuk x = co , maka y = oo

Peubah acak X ditanyakan berdistribusi poisson, jika dan hanya B o=EX)= Y L e
s . y!
‘ jika fungsi peluangnya berbentuk :
y+1,-a

g =g Zm_ [24 e
PO =p (X=% = T2 ;x=0,1,23,.. ¥=0 "y
Peubah acak X yang berdistribusi poisson dikatakan juga peubah ~ )L
acak poisson. u =EX) = a (terbukti ) ‘
Penulisan notasi dari peubah acak X yang berdistribusi poisson 2, 6% =@ |
adalah ( ), artinya peubah acak X berdistribusi poisson dengan Bl - I
parameter . sl |‘

Dalil 8.4 parameter distribusi poisson Berdasarkan definisi variansi, maka :
2 = = 2 2 ‘
Rataan, variansi dan fungsi pembangkin moment dari distribusi g Var(X) = E(X") - [EX)] |

poisson adalah sebagai beikut ' =E[X(X-1) + X]- [E(X)]Z
|
|

L @ = & =E[X(X-1 )] + E(X) — [ECOT |
Bukti : Berdasarkan nilai ekspektasi diskrit, maka : 1:
‘ Berdasarkan definisi rataan diskrit, maka : EXX-1)] =2,x(x—-1).pX }
{os] ) |

| p=EX) =X ox . p(x) 3o 1y, £
x=0 ox! ‘ ‘jl
Yo a¥e @ |
= Yk . por _ T Fe™® "‘
X=2(x—2) | i
P aFe ™ N

x=1"% T Minsalnya 1y =x-2

Minsalnya :y=x-1 Batas — batas : untuk x =2 , maka y =0 ]
Batas — batas : Untuk x =1, maka y=20 Untuk x = oo, maka y = o0 1‘?
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Penyelesaian :

————

| E[X(X-1)] w B
- = =0 -0
= Gl PR =p (X=%= T 1x=0,123,.
_ 2% a¥e ¥
@ y=0 pX=0)= 02
— 2 0 -
=(a*) (1) “Ue’ =02
E[X(X-1 =a?
[XCX-1)] e 02
Sehingga :
= a=16
&> =Var(X) = a* +a— a ‘
Jadi :
2 — Uar - ; :
o Var(X) = a ( terbukti ) o e
pX=2)=-——— =0,2584
3. M,(t)=e%;teR x!
Bukti :
MX() =3 et . p(x) Soal ]
Ccw gty @EC 1. Misalnya peubah acak x dan y berdistribusi trinomial, dengan
T Ax=0" T ‘ n=5,p1 == danpy=1;
. » P1 2 p2 30
=@ ?:_0(“_-3'_1 a. Hitung E(x |y =2)
* b. Hitung Var (x [y =2)
t
=(a™®) (a%®) c. Hitung E(y |[x=2)
d. Hitung Var (y [x=2)
_ ja(ef-1) 3 :
MX (1) € ( bkl ) e. Tentukan fungsi pembangkit momen gabungan dari x dan
y
Comtls f. Hitung E (x), Var (x), E (y) dan Var (y)
ontoh - 2. Minsalnya peubah acak X dan Y berdistribusi trinomial
Misalnya X adalah peubah acak Dberdistribusi poisson dengan dengan n=7pi= % dan ps =%
parameter jika p (X =0)=0,2 maka hitung P(X=2).
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a. Hitung E(x |y=2)

Hitung Var (x| y=2)

Hitung E(y | x=2)

Hitung Var (y | x=2)

Tentukan fungsi pembangkit momen gabungan dari x dan

¥
£ Hitung E (x), Var (x), E (y) dan Var (y)

3. Misalnya peubah acak x berdistribusi poisson dengan
parameter @, jika p(x=1)=2.p(x= 2), maka hitung :
a. P(x=0)danp(x=1)
b. Rataannya

o e 0T

¢. Variansinya

4. Jika peubah acak x berdistribusi poisson dengan parameter o,
maka buktikan bahwa E (x?)=a .E(x+1)

5. Minsalnya peubah acak x berdistribusi poisson dengan
parameter o jika y =x —a, maka :
a. Tentukan fungsi pembangkit momen dariy
b. Hitung Var (y) berdasarkan hasil dia.

Referensi

E Walpole Ronal & H Myers Raymond,1995. Ilmu Peluang Dan
Statistika Untuk Insinyur Dan Imuwan, Bandung: 1TB.

Nan haryanto, Tuti Gantini Pengantar Statistika matematis
(Bandung: CV.YRAMA WIDIA,2009)

174

DISTRIBUSI GEOMETRIK DAN
HIPERGEOMETRIK

1. Distribusi Geometris

Suatu eksperimen dilakukan untuk hanya menghasilkan dua
kejadian, seperti kejadian sukses (S) dan kejadian gagal (G).
Peluang terjadinya kejadian S, P(S), sebesar p dan peluang
terjadinya peristva G, P(G) sebesar 1—p. Dan ketka
eksperimen tersebut diulang beberapa kali sampai kejadian S
terjadi pertama kali.

Jika peubah acak X menyatakan banyak eksperimen dan
pengulangan yang dilakukan sampai pada kejadian S terjadi
pertama kali, maka X = x artinya bahwa banyak eksperimen dan
pengulangannya yang dilakukan sampai menghasilkan kejadian S
pertama kali, adalah x kali Dan ini berarti bahwa sampai pada
pengulangan ke (x —2) menghasilkan peristiva G dan pada
pengulangan ke (x — 1) menghasilkan peristiwa S.

X kall -
G G G “ G {F &
o4 U A
t=pp b=p l=p lepp leep
Pengulangan ke- 1 2 =3 x-2 x-Il

Gambar Bagan Kemungkinan pada percobaan
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Karena setiap pengulangan bersifat bebas, P(S) = p dan
P(G)=1—p berharga tetap wuntuk setiap pengulangan
eksperimen, maka peluang dari peristiva bagan diatas adalah:

P(GGG..GGS)
= P(G).P(G).P(G).... .P(G).P(G).P(S)

={1-pA-p)1—-p)..(1-p)(1
-p)

P(GGG..GGS)=(1—p)*Lp

Sehingga peluang peristiwa sukses terjadi pertama kali pada
pengulangan eksperimen ke-x adalah :

PX=x)=0-p)"p
Jadi dari pemaparan diatas dapat didefiniskkan distribusi
geometrik.

Definisi Fungsi Peluang Geometrik

Peubah acak X dikatakan berdistribusi geometric, jika dan hanya
Jika fungsi peluangnya berbeniuk:

P)=Pl=x)=1=p  pux=123.

Karena suku — suku berurutan tersebut  membentuk
pengembangan geometrik, adalah hal yang lazim untuk mengacu
hal yang khusus ini sebagai distribusi geometris dan
menunjukkan nilai — nilainya dengan g(x;p). Penulisan notasi
dari peubah acak X yang berdistribusi geometrik adalah
X~G(x;p), artinya peubah acak X berdistribusi geometrik
dengan banyak pengulangan eksperimennya sampai x Kkali dan
peluang terjadinya peristiwa sukses sebesar p. Adapun sifat —
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sifit yang harus dipenuhi agar dapat dikatakan mengikuti
distribusi geometrik sebagai berikut:
a. Eksperimennya terdiri dari dua peristiwa atau kejadian,
seperti peristiwa sukses dan gagal.
b. Eksperimennya diulang beberapa kali sampai peristiva
sukses terjadi pertama kali.
¢. Peluang terjadinya peristiwa sukses dan gagal pada setiap
pengulangan eksperimen bersifat tetap.
d. Setiap pengulangan eksperimen sifatnya bebas.

2. Rataan, variansi dan fungsi pembangkit momen dari distribusi
geometrik
Adapun rataan, variansi, dan fungsi pembangkit momen dari
distribusi geometrik adalah sebagai berikut:

a =l
T S
_1-p
b. 0% = )
t
_ p.€ .
c. My(t)= T teR
Contoh

Di dalam suatu proses produksi tertentu diketahui bahwa, secara
rata-rata, 1 di dalam setiap 100 barang adalah cacat. Berapakah
probabilitas bahwa barang kelima yang diperiksa merupakan
barang cacat pertama yang ditemukan?
Penyelesaian
Dengan menggunakan sebaran geometri dengan x =5 dan
p = 0,01. Maka diperoleh :

g(5;0,01) = (0,01)(0.99)* = 0.0096
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Contoh

Pada saat “waktu sibuk” sebuah papan sakelar telepon sangat
mendekati kapasitasnya, ~sehingga para penelpon mengalami
kesulitan melakukan hubungan telepon. Mungkin menarik untulk
mengetahui  jumlah upaya yang perlu untuk  memperoleh
sambungan. Andaikan bahwa kita mengambil p = 0,05 sebagai
probabilitas dari sebuah sambungan selama waktu sibuk. Kita
tertarik untuk mengetahui bahwa 5 kali upaya diperlukan untuk
satu sambungan yang berhasil.

Penyelesaian

Dengan menggunakan distribusi geometris dengan x = 5 dan
p = 0,05 menghasilkan

P(X = x) = g(5;0,05) = (0,05)(0,95)* = 0,041

Contoh

Pada seleksi karyawan baru sebuah perusahaan terdapat 3 dari 10
pelamar sarjana komputer sudah mempunyai keahlian komputer
tingkat advance dalam pembuatan program. Para pelamar di
interview secara intensif dan diseleksi secara random.

a. Hitunglah persentase yang diterima dari jumlah pelamar
yang ada.

b. Berapa probabilitas pertama kali pelamar diterima pada 5
interview yang dilakukan?

c. Berapakah rata-rata  pelamar  yang  membutuhkan
interview guna mendapatkan satu calon yang punya
advance training.

Penyelesaian
a. 3 sarjana komputer yang diterima dari sejumlah 10 calon
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Persentase yang diterima = 13—0 x 100% = 30%

b. f(x)=p.g* ", x=12345
£(5) = (0,3)(0,7)* = 0,072
c. E(x)=2=21=3333
P 0,3

3. Distribusi Hipergeometri

Pada setiap percobaan statistik keluaran yang telah dihasilkan,
objeknya selalu  dikembalikan, sehingga probabilitas  setiap
percobaan peluang seluruh  obyek memiliki probabiltas yang
sama. Hal ini dapat terjadi dalam pengujian Kkualitas suatu
produksi, maka objek yang diuji tidak akan dikkutsertakan lagi
dalam pengujian  selanjutnya, atau bisa dikatakan bahwa
pengujian tanpa pengembalian objek.

Misalkan ada N benda yang terdiri dari k benda yang akan
diberi nama sukses sedangkan sisanya N — k, akan diberi nama
gagal. Yang ingin dicari adalah peluang memiliki x sukses dari k
yang tersedia dan n —x gagal dari sebanyak N — k yang tersedia,
bila sampel acak ukuran n diambil dari N benda. Percobaan yang
demikian ini disebut sebagai percobaan hipergeometrik.

Percobaan hipergeometrik harus memenuhi sifat-sifat berikut:

Sampel acak ukuran n diambil dari N benda
2. Scbanyak k benda dapat diberi nama sukses sedangkan

sisanya, N — k diberi nama gagal.

Sedangkan  banyaknya  sukses X dalam  percobaan
hipergeometrik disebut peubah acak hipergeometrik.
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4. Definisi Hipergeometrik

Distribusi  hipergeometrik didefinisikan sebagai distribusi
peluang peubah acak hipergeometrik X, yaitu banyaknya sampel
acak ukuran n yang diambil dan N benda yang mengandung k
bernama sukses dan N — k bernama gagal, yakni:

(k) N:fc)
h(x,N,n k) = %,x = 01,2500
n

Contoh |

Suatu kotak berisi 40 hasil produksi dikatakan dapat
diterima jika mengandung paling banyak tiga yang tercatat. Suatu
kotak ditolak jika sampel acak ukuran 5 hasil produksi yang
terpilih mengandung suatu cacat yang cacat. Berapakah peluang
mendapatkan tepat satu yang cacat dalam sampel, jika kotak
tersebut mengandung tiga hasil produksi yang cacat?

Penyelesaian
Dengan menggunakan distribusi  hipergeometrik untuk n =5,
N =40,k = 3,dan x = 1, peluang mendapatkan tepat satu yang

O _OE)
@)

cacat adalah

h(1,40,5,3) =

= 0,3011

Contoh 2

Dari 6 kontraktor jalan, 3 diantaranya telah berpengalaman
selama lima tahun atau lebih. Jika 4 kontraktor dipanggil secara
random dari 6 kontraktor tersebut, berapa probabilitas bahwa 2
kontraktor telah berpengalaman selama lima tahun atau lebih?
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[ _ N el |

Penyelesaian

P(X=2;N=6,k=3n=4)

3l 3!
(30 _ DG _ zwam _ GG
5 - - 6!
O - © L
Teorema Rataan dan Variansii Distribusi Hipergeometrik
hipergeometrik

0,6

Rataan dan variansii distribusi

h(x, N,n, k) dinyatakan oleh

__nk . 2 _ N-n .'_c(l_!i)
= untuk rataan dan o = =i =

Teorema Perluasan dari Distribusi Hipergeomeltrik

JikaN benda dapat dikelompokkan dalam k sel
Ay Ay, ., Ay masing — masing berisi @, dy, .., Gy benda, maka
distribusi peluang peubah acak X, X5, .., X, Yang menyatakan
banayaknya benda (anggota) yang terambil dari A, A, ..., A

dalam sampel acak ukuran n adalah:
()G ()

L CTI T R e W B 5
n

an Sk g o=
Dengan Y°,x; =ndan X, a; =N

Contoh 3
Sejumlah 10 tikus putih dipakai dalam suatu kasus penelitian

tentang pengaruh kekebalan suatu penyakit. Tiga diantaranya
bergolongan darah O, 4 bergolongan darah B. Berapakah peluang
suatu  sampel ukuran 5 akan beranggotakan  satu  tikus
bergolongan darah O, 2 bergolongan darah A, dan 2 lainnya
bergolongan darah B?

Penyelesaian
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Dengan menggunakan perluasan distribusi hipergeometrik  diatas,
untuk x,=1,x,=2,%=2;a,=3,a,=4%a;,=3,N=
10, dann =5 maka peluang yang dicari adalah

DR -G)_3

Fxy, % o Xpes Qqp gy oy g, N, 1) = T— 12
5

Soal K

1. Pehatikan bahwa p(x) =(1 —-p)x-1,p:x=1,2,3...
meupakan fingsi peluang dai distibusi geometik

2. Tentukan fungsi peluangnya, jika fungsi pembangkit
momennya bebentuk:

a. Mc()=¢'(-4.¢)"
b. My()=e'(2-¢")"

3. Misalnya Ira melakukan pengundian sebuah dadu yang
seimbang . Kemudian pengundian itu diulang bebeapa kali
sampai mata dadu-dadu muncul pertama kali. Hitung peluang
mata dadu “2” itui akan muncul pada pengulangan ke — 10.

4, Jika peubah acak x bedistibusi geometrik dengan parameter p.
perhatikan bahwa peluang dari x yang beharga ganjil adalah

p
[1-(1-p)*]
Petunjuk : jika x behaga ganjil, maka x dapat dinyatakan

dalam bentuk x=2m-1,m=1,2,3, ...
5. Kita sudah mengetahhui rataan dan variansi dari distribusi
hiperceometrik jika k =p . N, maka hitung rataan dan variansi

yang baru.
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e Bukti

DISTREIBUSLSERACAMDAN GAMMA Berdasarkan definisi rataan Kontinu, maka :

u=E(X)= f x. f(x) dx
1. Distribusi Seragam —co
Definisi = % x. f@dx+ [Lx. fQ)dx+
Nilai-nilai dari 'peubah acak X yang berd1s.tr1bu31 ini adalah ' [ x. f(x)dx
berupa sebuah interval terbuka (o, ) berarti rangenya adalah fi 8 .
S, = (0, B) = {x/0<x< B}, fkp-nya bernilai sama (seragam) =[x 0dx+ J, x- F=a dx +
pada interval ini. f‘” ¥ . 0dx
a. Fungsi Densitas Seragam B
i =0+ 5 (] i) 0
Peubah acak X dikatakan berdistribusi seragam, l B-a >tz x=a
jika dan hanya jika fungsi densitasnya berbentuk : | = 2. & (B2 — a?)
- p-a 2
Z(pP- )
1 :__B__T-—
fl)= )
p-a =L Ca+ B)V(Terbukti)
<x ; 2
< B
2) Variansi
=0 1
x lainnya - J N — a5
Catatan: 7 (1 2)( p )
| Peubah acak X berdistribusi seragam pada (o, f) ditulis
dengan X : U (o, B) e Bukti B o
e Parameter Distribusi Seragam Berdasarkan definisi Vanansz], maka : |
1) Rataaan Var(X) = E(X*) — [E(O]
1 dengan :
h=5 (a+ ) EX)2=["_x*. f(x)dx

185

184




=[5 x*. f()dx + ffxz J(x) dx +
f;xz.f(x) dx

1

— [* 2 B .2

= [% x*.0dx + [ x* — dx +
f;xz.de

=0+ ﬁ—f;( [x°15g) +0

S —a")

=0

=G)(p—af+a?)
Jadi : Var (X) = (2)(82 = a f+ a®) = (3) (@ + B)*
=%(a2+2aﬁ+ B*)
var () =(3)(f2—2aB+a*)
Var (%) = (5) (8 — @)*V ( Terbukti )

3) Fungsi Pembangkit Momen

eﬁt_ear
M, ()= m t#=0

=1st=10

e Bukti
Berdasarkan definisi fungsi pembangkit momen

Kontinu, maka :

[>2]

M(t)= fe““f(x)dx

—00

[ e fox) dx + [1 et . f(x) dx +
[ et f(x) dx
L

=

1 |

t".deJrffe”‘. oo dx
f;etx. 0 dx |
=0 + 7o ([76%]5e) *+ 0 |
eﬁt — et
=z (F—a) ;b= 0
Untuk t = 0 di gunakan dalil L'Hospital, yaitu :
) ) eﬁt_eat
i M. () = I T = @)
= limﬁ e 1%
tm0 t(f— a)
_E-¢@
iy
=1
. eﬁt_eat
jadz:Mx(t)zm;t¢0

=1 ;t = 0 (terbukti)

Contoh :
1) Diketahui X : U (5.2).
a) Tentukan Fkp, fd dan fpm dari X.
b) Hitung rataan, variansi dan simpangan baku dari X.




Penyelesaian:
a) Dalam hal ini a=-5, =2, maka Fkp dari X adalah
f) =<, ~5<x <2
=0, x lainnya
Misalkan F fungsi distribusi dari X, maka F(x) = P[ X <
_rx ,
)= f_xf(t) di
Untuk x € =5 —»F(x) = f__xs 0dt=0
Untk —5 <x <2 =»F) = [0dt+ [*>dt=

s =7 (x+5)

Untuk x =2 =» F(x) = f__xSOdt+ f_ZS% dt +
[ 0de=1
JadiF(x) =0:X < —5
=$(x+5); -5,x,2
=1:X =2
M, (t)=E[e*] = %f_zsezx d = %ez"]fs

et et

7t

b) w=2(at+ B)=3(-5+2)=7

1
B _ 2
of =z (f-a)
= 112(_5_2)2

g W T
T Y1z T V12
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2) Misalnya fungsi densitas dari X berbentuk :
ol
g(x) = -A;;O<x <4

= 0; x lainnya
a) Hitung P(1 <X <3
b) Hitung P (X > 2) berdasarkan fungsi distribusinya.
Penyelesaian :

a) Berdasarkan sifat (iii) dari fingsi densitas, maka :
3

P(l<X<3)= f%dx
1
=2 [ %))

2 1

4 2
b) Fungsi distribusi dari X adalah sebagai berikut

Untuk x <0

G(x) =0

Untuk 0 <x <4
G = [, 9(t) dt
=[° g®dt+ [ g(t)dt
_ro x 1
= [, 0dt+ [/ ;dt
= 0+ ([t]%,)

X

1
4
Untuk x =4
G = [7,,9(0) dt
= [° g(Odt + [} gDde+ [ g(Ddt




0 41 o
= [, 0dt+ [ sde+[ odt
=0+7 ([t]io+0

G(x) =1
Jadi: G(x) =0;x<0
=%x;0 <x <4

=l;x =24
Maka: P(X>2)=1—-P (X <2)
- ()
-2_1
4 2

2. Distribusi Gamma
Definisi
Suatu peubah acak Kontinu X yang distribusinya berbentuk
kurva gamma disebut peubah acak gamma dengan fungsi
densitasnya : '
—x
f)=k.x%Yef ;x>0,a>08>0
‘ = 0; x lainnya
a. Fungsi Densitas Gamma
Peubah acak X disebut berdistribusi gamma, dengan
parameter o dan B jika dan hanya jika 'ﬁmgsi densitas

berbentuk :

-x
a1 e8:x>0,a>08>0

f0= B“-V(a)x

=( ; x lainnya
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e (Catatan

Peubah acak x berdistribusi gamma dengan parameter
dan ditulis X : G (o, p)
e Parameter Distribusi Gamma

1) Rataan

p=ap

Bukti
Berdasarkan definisi rataan Kontinu , maka :

co

w=EX) = fx.f(x)dx
= [° x. fOOdx+ [ x.fOO dx
= f_owx.() dx + f:x.mxa_l,e%dx

—-X

= 1 POl o B
_O+ﬁa_y(ajf0 5Tt e P de

— 1 0 -1 = ‘
N B“-V{a)fﬂ B4 %88 dx
Misalnya y = %,maka x= By
dx = [ dy

Batas- batas : Untuk x =0, maka y =0
Untuk x =0, maka y =0

1 (0]
= = e ﬂ:. _y.
pn=EX) B“-Y(“)!(B y)*.e.Bdy

=L [oysedy

y(a)
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_ B
g " @)

=a [ (terbukti )

2) Variansi

o= afp?

Bukti
Berdasarkan definisi variansi, maka :
Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

Dengan :
R = sz f(x)dx

= f_owxz-f(x)dX+ fom x2. f(x) dx

0

= fxz.O dx

—00
(e

+ | x? L x&-1 | HTxd
Py@t

Ea Y((x)f a+1 . € ‘& dx

eﬂ dx

a2 Y(a’)

Misalnya: y == maka x=fy

dx = fdy
Batas—batas : Untuk x =0, maka y =0
Untuk x = oo, maka y = o0

E(X?) = fwwﬁieyﬁw

Be. V(a)

f ya+1 e—-y dy

=—-(i) y(a+ 2)

BZ
Y@

y(a}

(e + D (@).y(a)

= a (a+ 1)B?
Sehingga : '
Var(X) = a (a+1) %= (a f)*
= a?f? + af? — a?p?
= af3? (Terbukti)

3) Fungsi Pembangkit Momen

M,bH=01-p" ;t<%

Bukti

Berdasarkan definisi fingsi pembangkit momen

kontinu, maka :




(=]

M, () = f et f(x)dx

—CQ

ffwefx.f(x) dx +f0°°etx.f(x) dx
f_ﬂm e* .0 dx +

Il

1 o — —x{l=)-1]
= 0+mfo x¢ e ('8) dx

e

Misalnya :y = x (—— 1) maka x =

Batas—batas : Untuk x =0, maka y =0
Untul\ X =, maka y =

_ B
eV, d
M0 = gy )f(l AR T Tt
_—___ﬁ a—=1 =¥
=5 @ . - .Bt)"‘f ¥y
_ 1
Tyl . (1-Bt)* gd

(L=Bt)"% t < % (terbukti)

Contoh :
1) Misal peubah acak Kontinu X berdistribusi gamma
dengan parameter o dan f. Jika o= 2 dan =3,
maka tulislah fungsi densitasnya !
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Penyelesaiannya :
1 i1 1

Y@ 9
=X lainnnya .

2) Misalnya peubah acak Y berdistribusi gamma
dengan parameter = 2 dan = 3, Hitung peluang
bahwa Y berharga lebih dari 4 .

Penyelesaian :
Fungsi densitas dari Y berbentuk :

hG) = (3) ey >0
=0 ;y lainnya
. co 1 —_}’
Jadi: P(Y>4):f4_ .t dy

1. =
=ghmb—m y.e: dy

Integral diatas diselesaikan dengan menggunakan
integral parsial.
Misalnya :u =y, maka du=dy

g -
dv = es dy makav= —3.6_3:L
P(Y > 4)
1
—ggtg}go( —=3y. ez]=
b
-y
+3fea dy)
4
_1 b
—91m( 3ye ])er

-y
_9'63]5:4 dy)
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|




—b -4
= %limb_,m( —3b.e3 + 12.e3 —

-b -

O.e3 +9.e?)
1 =5 4
= a[lim(—Bb.es + 21.es

b—oo

- gim (9.8—? )]

()0 +21 3 —0)

21\ =
= (—) e = 0,6151
9

3) Diketahui X : G(2.3).
a) Tentukan fkp dan fpm dari X.
b) Hitung rerata dan variansi dari X.
¢) Hitung ([X>3].
Penyelesaian:
a) Berdasarkan definisi dan dengan a=2 dan =3
maka fkp dari X adalah :
f(x) =£’—2x2‘1e§" x>0
=0,x <0
1 x
f(x):Exes' x>0

=0,x <0

Berdasarkan teorema tentang fpm untuk peubah
acak gamma dengan o= 2 dan =3, maka fpm dari X
adalah :

b) u= a— f=2-3=6danaf*=2- =
18
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¢) P(X>3)=1-P(X <3)dengan
P(X < 3)=P(0<X<3)
3

|

Q

3
1 = L B
—xes — fﬂ(—s’)xd(ea)
9 9
0 -
= 1P xd(e) = —3[xes— [e];
1. = x
= ﬂg[xes + 3e3]3

1
== —5[38_1 + 39_1 —-0- 36’0]

_ L6,
T 3% ]
ys
=1 —-—
e
2 2
MakaP(X>3)=1—(1-—g)=g=0,7358

Soal L

I. Misakan peubah acak x berdistribusi seragam pada inteval ( -
343 )%
a. Hitung p(x>2), p( x| <2), dan p( [x-2] <2)
b. Tentukan nilai k sedemikian hingga p(x>k)=1/3
2. Tentukan rataan dan variansi dari distribusi seragam dengan
menggunakan hasil fungsi pembangkit moment.
Jika fungsi pembangkit moment dari x berbentuk :

M(x)=(3) (e —e* )10
=1:t=0
a. Hitung p(4,2<x4,7)

(%]
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b. Hitung E ( x)dan var ( x ) dengan dua cara yaitu :
(i) Melalui fungsi densitas
(ii) Melalui fingsi pembangkit moment nya
4. Jika pengubah acak x berdistibusi gamma, maka buktikan
bahwa f{x) adalah fingsi densitasnya, dengan:
fix) =B'.T (@) ¥ .e™ ;x>0
=0 ; x lainnya
5. Tentukan rataan dan variansi dari distribusi gamma
berdasarkan hasil fungsi pembangkit momennya.
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DISTRIBUSI BETA DAN EKSPONENSIAL

1. Distribusi Beta
Misalkan fungsi densitas dari peubah acak. Y vang
distribusinya seragam berbentuk:

hy) =10<y<lI
=0 ;y lainnya.

Apabila kita memperhatikan fungsi densitas  di atas, maka
sebenarnya fungsi densitas tersebut merupakan hal khusus dari
distribusi lain, yang distribusi beta.

Definisi 9.5: Fungsi Densitas Beta

Peubah acak X dikatakan distribusi beta, jika dan hanya jika
fungsi densitasnya berbentuk:

5 = r(a+ B) a—]_ _ B_ll
) = rmc LX) ;0<x<1,a>0p>0

= (; X lainnya.

Peubah acak X vyang berdistribusi beta disebut juga peubah acak
beta.

Penulisan notasi dari peubah acak yang berdistriibusi beta adalah
B (x; a [), artinya peubah acak X berdistribusi beta dengan

parameter a dan f3.

Peubah acak X yang berdistribusi beta dengan parameter a dan
bisa juga ditulis sebagat:
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X~B(a,p)

Rataan dan variansi dari distribusi beta bisa dilihat dalam dalil
9.5,

Dalil 9.5; PARAMETER DISTRIBUSI BETA

Rataan dari variansi davi distribusi beta dirumuuskan sebagai
berikut:

Q) u=
b) o¢

a+f

Bulkti:

a. Berdasarkan definisi rataan Kontinu, maka:
u=EX) = fx f(x) dx

— G0
2]

0 1
HLx i) dx+!x () dx—i—fx J(x) dx

1

= fx .0 dx—i—jx _%%xﬂ—l.(l_x)ﬁﬁl i
—e o
+ [ x .0 dx
/
=0 r(a + ﬁ) xa_l.(]. _x)ﬁ‘—l o0

+F(a)-l“(ﬁ)1 x
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Fa+B) [

— a _ B-1
_—___F(a). r(ﬁ)i x%. (1—%) dx

Penyelesaian integral di atas dilakukan menggunakan bantuan
fungsi beta, yatu:

1
I'(a + )
a-1 _ f-1 dx =
[ w0 =g
0
Keterangan lebih lanjut dari fungsi beta ini bisa dilihat dalam

Lampiran 2. Sehingga:

T(a+ B) T[la+ D.IB
n=EX) =70 7R T@+f + D)
T I'(a+ ) a.[(a)
“Tw@ @tpI@+p
b. Berdasarkan definisi variansi, maka
6% = Var(X) = E(C) - [EQO)Y

dengan:

o

E(X%) = fxz.f(x) dx

0 - 1 s}
= fxz f(x) dx+ fxz.f(x) dx+Jx2.f(x) dx
—c 0 %k
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0 1
I'(a + B)
_ 2 2 a- 8-
_[Ox .0 dx+!x ). F(ﬁ)x L(l—-x)F1dx
+ | x2.0 dx
1f°0
B I'(a + ) a1 =
HO‘I‘ml X .(1—x)'@1dx+0
1
_a+pB) [ .. _
—mo X .(1"')()’8 1dx

_Tla+p) T(a+ 2).I(B)
T T(a). TR " T(a+pB+2)

B [(a+pB) a.T'(a)

S I(@).I(B) (a+B+1)(a+ B).I(a+f)
—_ a.(a+1)

&) C(a+P)(a+p+1)

Sehingga:

R ala +1) a?

(a+B)a+B+1 (a+p)?

:a(a+ Dia+1)—a*(a+p+1)

(a+ B)2(a+ B+ 1)
5 _ ap ’
a* =Var(X) = @i ati+ D (terbulkti)

Pemahaman uraian tentang distribusi beta bisa dilhat dalam
Contoh 9.11 dan 9.12.
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Contoh 9.11.

Apakah artinya X ~ B (2,3)? Kemudian tulisan bentuk fungsi
densitasnya.

Penyelesaian:

X ~ B (2,3) artinya peubah acak X berdistribusi beta dengan
parameter @ = 2 dan § = 3.

Fungsi densitas dari X berbentuk:
h(x) =12 x (1 —x)* ; 0 <x< 1= 0; x lainnya.
Contoh 9.12.

Jika peubah acak X berdistribusi beta dengan parameter a = 1

dan f = 4, maka hitung:

a. M
o . v 1
b. Peluang bahwa X bernilai paling sedikit e

Penyelesaian:
Fungsi densitas dari X berbentuk:
o(x) =4(1 —x)* ;0 <x<1

=0; x lainnya.

a u=EX)= fiox f(x) dx

0 1 oo
= Jx S(x) dx—}-fx J (x) dx-l—jx J(x) dx
—co 0 1
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= |x . 0dx+ | x> 4(1—x)% dx+ | x .0 dx
Jrooe] /
=0+4.B(24)+0
=4.B(2,4)
B (F(Z).F(4))
B il
r6) .
113!
4]

b. P(X=3)= f%% (1—x)% dx
Misalnya: y=1-—x,maka x=1-y
dx = —dy
Batas-batas:  Untuk x = j_,’ maka y = i

Untuk x =1, maka y=0
0

P(rzg) = o cw

OL__—'u,Flw'Plﬂ

= | 4y3dy
— ok :
=y ;:0
3 3
P(X 21) = (Z g 0,3164
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2. Distribusi Eksponensial

Distribusi  eksponensial ini  diperoleh ~dari distribusi  gamma
dengan a =1 dan f =86. Sehingga kita peroleh definisi
distribusi eksponensial berikut.

Definisi 9.3: Fungsi Densitas Eksponensial

Peubah acak X dikatakan berdistribusi eksponensial, jika dan
hanya jika fungsi densitasnya berbentuk:

=X

f(x):(%).eT;x>O, 6>0

= 0 ; x lainnya.

Peubah acak X yang berdistribusi eksponensial disebut Juga
peubah acak, eksponensial.

Penulisan notasi dari peubah acak yang berdistribusi eksponensial
adalah Exp(x; 6), artinya peubah acak X berdistribusi
eksponensial dengan parameter 6.

Peubah acak X yang berdistribusi eksponensial dengan parameter
@ bisa juga ditulis sebagai:

X ~ EXP(8)

Rataan, variansi, dan fungsi pembangkit mornen dari distribusi
eksponensial bisa dilihat dalam Dalil 9.3.

Dalil 9.3: Parameter Distribusi Eksponensial
Rataan, Variansi, dan fungi pembangkit momen dari distribusi

eksponensial dirumuskan sebagai berikul.
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1. u=6

2, gt=§*%

3. M) =(1-0)ht <
Bulti:

1. Berdasarkan definisi rataan kontinu, maka:

co

=E(X) = fx. f(x) dx

—co
0 co

- fx () dx+J x .f(x) dx

—co - 0
0

[o5] 1 o
=jx.0dx+fx.ae_o_dx
0

—00

1 —x
=0+ —limfx. e dx
@ b-0

= —hmj . e dx
6 b—0

Integral di atas dlse[esmkan dengan menggunakan integral

parsial.

Misalnya: u = x, maka du = dx

dv—eﬂ dx, maka v = —8. e_H
b
1 =z =
=EX) == —x.@.eO] +9fea dx
9 *=f

=3[1im (—b.e,e:ai)—lrgi_r’réo (ez.e%)+ 07|

b—=oo
= (% (0 + 62 +0))
u = E(X) = 0 (terbukti)

. Berdasarkan definisi variansi, maka:

o2 =Var(X) = E(X?) — [E(D]?
dengan:

co

E(X?) = sz.f(x) dx
o }
o= sz f(x) dx+fx2.f(x) dx
—co 0
0 o .
= sz 0dx+jx2—eﬂ dx
—co 0
b
:0+—11mjx299 dx
0
b

Integral ini disclesakan ~dengan  menggunakan integral

persial.
Misalnya: u = x% maka du = 2x dx
dv=e O dx,maka v=—0.e0

b

1. P i
p=EX?) =g lim | —x .9.63] :4+29j

X

0

=K.

x.es dx




(98]
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Integral yang ada di dalam kurang diselesaikan dengan
menggunakan integral parsial
Misalnya: u = x, maka du = dx

dv = e:eE dx,maka v = —6. e_Tx
p=EX?)
= % lim —xz.B.e-a_x]b
o -xqb = —xb
+ 2 8(—x.9. 67] 92.87] )]
x=0 x=0
=gl [e. 5]
b —xab
+26 (—x Q.e?]x 062.87] o)]
. i
=5 lim (-0.0.69) + im (0% 0°

1
=(E(0+92+0ﬂ
u=E(X) =6 (terbukti)

. Berdasarkan definisi fungsi pembangkit momen Kontinu,

maka:
M, (6) = je“‘.f(x) dx
o .
= J’eb‘.f(x) dx+fe°‘.f(x) dx
—0 0
0 fos)
— x % 1 =
= e*. 0dx+ | e .580 dx
. 5

_ ! lim (—e_x[(%)—t] + 1)

B 1— Btb-w

:If-eg-lggg(-e”ﬂ5*4)+1)

=(1-6)"1(0+1)
M,(®)=(1-00"5t< %(terbukti)

Pemahaman  uraian tentang  distribusi  eksponensial
diperjelas melalui contoh 9.6 dan 9.7

Contoh 9.6:
Apakah artinya X ~ EXP(2)? Kemudian tuliskan bentuk fungsi
densitasnya.

Penyelesaian:

X ~ EXP(2) artinya peubah acak X berdistribusi eksponensial
dengan parameter 6 = 2.

Fungsi densitas dari x berbentuk:

ox
2

g(x) =%.e ;x> 0= 0;x linnya.
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Contoh 9.7;
Misalkan peubah acak Y berdistribusi eksponensial dengan
parameter 8 = 3. Hitunglah peluang bahwa Y berniai lebih dari 2.

Penyelesaian:

Fungsi densitas dari Y berbentuk:
1y =
g(x) = (g).ea P - 6
= 0 ;ylainnya.

P(Y>2)=1-P(Y <2)

2
1_3’
ER

1+ (e_TZ— 1)

-2
P(Y>2)= e_a_ =0,5134
Soal M
1. Jika peubah acak x bedistribusi ekspenesial dengan parametet
© = 20, maka hitung :

a. P(10<x<30)
b. P(x>40|x>10)

2. Misalkan fungsi densitas dai x berbentuk :
i fix) =%.e ™ ;x>0=0;x hinnya
210

—_——

0= f
B=(1-p) - 1]

a. Hitung rataan dan vaians dari x, tentukan juga fungsi
pembangkit momennya.

b. Hitung p(x>3)

c. Hitung p(x>5]|x>2)

Misalkan peubah acak x berdistribusi ekspensial daya

parameter © = Y4

a. Hitung p(|x—-1|<2)

b. Tentukan fingsi pembangkit momennya

¢. Tentukan rataan dan vaians berdasarkan hasil fungsi
pembangkit momennya

Jika peubah acak x berdistribusi x dengan o= 2 dan =3,

maka hitung :

a. P(x<0,30)

b. E (x)dan Var (X)

Berdasarkan bahwa parameter-parameter a dan p dari

distribusi beta dengan dinyatakan dalam bentuk rataan dan

variansinya yaitu:

[rt(l m 11

J
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1.

DISTRIBUSI CHI KUADRAT
DAN DISTRIBUSI NORMAL

Distribusi Chi Kuadrat

Definisi

Chi Kuadrat disebut juga dengan Chi Square. Chi Square adalah
salah satu jenis uji komparatif non parametris yang dilakukan
pada dua variabel, di mana skala data kedua variabel adalah
nominal. (Apabila dari 2 variabel, ada 1 variabel dengan skala
nominal maka dilakukan uji chi square dengan merujuk bahwa
harus digunakan uji pada derajat yang terendah).

d.
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Rataan, variansi, dan fungsi pembangkit momen
dari distribusi khi kuadrat dirumuskan sebagai
berikut :

L=V

c%=2v

Mx(8) = (1-21)%;< 2

Contoh kasus

1) Perusahaan penyalur alat elektronik AC ingin mengetahui

apakah ada hubungan antara gender dengan sikap mereka
terhadap kualitas produk AC. Untuk itu mereka meminta
25 responden mengisi identitas mereka dan sikap atau
persepsi mereka terhadap produknya. Permasalahan:
Apakah ada hubungan antara gender dengan sikap
terhadap kualitas AC?

2)

Hipotesis :

« HO = Tidak ada hubungan antara gender dengan sikap
terhadap kualitas AC

« HI = Ada hubungan antara gender dengan sikap
terhadap kualitas AC

Tolak hipotesis nol (HO) apabila nilai signifikansi  chi-
square < 0.05 atau nilai chi-square hitung lebih besar (>)
dari nilai chi-square tabel.

Pada penelitian tentang hubungan antara merokok dengan
hipertensi  dengan total ~sampel 110 orang laki-laki,
didapatkan 35 orang menderita Coronary Heart Disease
(CHD) disertai dengan kebiasaan merokok, 25 orang
menderita CHD tanpa disertai dengan kebiasaan merokok,
sedangkan sisanya 20 orang non-CHD dengan kebiasaan
merokok dan 30 orang non CHD tanpa kebiasaan
merokok. Hitunglah apakah terdapat perbedaan antara
merokok dengan tidak merokok terhadap kejadian CHD!

Jawaban:
HIPERTENSI
MEROKOK == ioN D [0
POSITIF 35 20 55
NEGATIF 25 30 55
TOTAL 60 50 110

Ho: tidak ada perbedaan yang bermakna antara merokok
dengan tidak merokok terhadap  kejadian CHD




Hl:ada perbedaan yang bermakna antara merokok
dengan tidak merokok terhadap kejadian CHD

o = 5% =0,05

df= (k-1) (b-1)=(2-1) (2-1)=1

X? tabel adalah 3,841

Kriteria pengujian hipotesis:

X’ tabel < X’ hitung, maka Ho ditolak (HI
diterima).

Z N -
X* tabel > X* hitung, maka Ho diterima (H1 ditolak).

Penghitungan :
n (ad-bc)?

X? = (atb)(c+d)(ate)(btc)
v 110 (35 x30)-(25x20))

55 x 55 x 60 x50
Kesimpulan:

3,7

Berdasarkan hasil perhitungan di atas diketahui
bahwa X* tabel > X hitung, maka Ho diterima (HI
ditolak), sehingga dapat disimpulkan bahwa tidak ada
perbedaan yang bermakna antara merokok dengan tidak
merokok terhadap kejadian CHD.

2. Distribusi Normal

Definisi

Distribusi normal merupakan salah satu distribusi probabilitas
yang penting dalam analisis statistika. Distribusi ini  memiliki
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parameter berupa mean dan simpangan baku. Distribusi normal
dengan mean = 0 dan simpangan baku = 1 disebut dengan
distribusi  normal  standar. Apabila  digambarkan dalam grafik,
kurva distribusi normal berbentuk seperti genta (bell-shaped)
yang simetris. Distribusi normal, disebut pula distribusi Gauss,
adalah  distribusi _probabilitas yang paling banyak digunakan
dalam berbagai analisis statistika. Distribusi normal baku adalah
distribusi normal yang memiliki rata-rata nol dan simpangan baku
satu. Distribusi ini juga dijuluki kurva lonceng (bell curve) karena
grafic fungsi kepekatan _probabilitasnya mirip dengan bentuk

lonceng.

Contoh

a. PT Work Electric, memproduksi Bohlam Lampu yang dapat
hidup 900 jam dengan standar deviasi 50 jam. PT Work
Electric ingin mengetahui berapa persen produksi pada
Kisaran antara 800-1.000 jam, sebagai bahan promosi bohlam
lampu. Hitung berapa probabilitasnya!
Jawab:
P(800<X<1.000)?
Hitung nilai Z
71 = (800-900)/50 = -2,00;
72 = (1.000-900)/50 = 2,00

Jadi: P(800<X<1.000) =P(-2,00<Z<2,00);
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P(-2,00<Z) = 0,4772 dan P(Z>2,00) = 0,4772

Sehingga luas daerah yang diarsir adalah = 0,4772+0,4772=
0,9544. Jadi P(800<X<1.000) = P(-2,00 < Z<2,00) = 0,9544.

Jadi 95,44% produksi berada pada kisaran 800-1.000 jam.
Jadi jika PT Work Electric mengklaim bahwa lampu
bohlamnya menyala 800-1.000 jam, mempunyai probabilitas
benar 95,44%, sedang sisanya 4,56% harus dipersiapkan
untuk garansi.

PT GS mengklaim rata-rata berat buah mangga “B” adalah
350 gram dengan standar deviasi 50 gram. Bila berat mangga
mengikuti distribusi normal, berapa probabilitas bahwa berat
b‘uuh mangga mencapai kurang dari 250 gram, sehingga akan
diprotes oleh konsumen.

Jawaban
Transtormasi ke nilai z

AP(x< 250); P(x=250) = (250-350)/50=-2,00 Jadi
P(x<250)=P(z<-2,00)

Lihat pada tabel luas di bawah kurva normal
P(z<-2,00)=0,4772
Luas sebelah kiri nilai tengah adalah 0,5. Oleh sebab itu, nilai

daerah yang diarsic menjadi 0,5 — 0,4772=0,0228. Jadi
probabilitas di bawah 250 gram adalah 0,0228 (2,28%).

Dengan kata lain probabilitas konsumen protes karena berat
buah mangga kurang dari 250 gram adalah 2,28%.

Soal N

1. Jika fungsi pembangkit momen dari x berbentuk
M,®=(0-2t)1< % maka hitung :
a. E (x) dan Var (%)
b. P (15,66 <x<42,98)

9 Tentukan rataan dan variansi dari distribusi chi-kuadrat
dengan menggunakan hasil fungsi pembangkit

momennya.

3 Tentukan rataan dan variansi dari distribusi normal umum
berdasarkan hasil fingsi pembangkit momennya.

4. Buktikan bahwa dalam distribusi normal umum berlaku
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g1
Mx-y(1)=6}{p( > )
5. Jika peubah acak x berdistribusi normal umum dengan
rataan ¢ dan variansi o2, maka buktkan bahwa fungsi

. . xX=
pembangkit momen dari peubah acak z = (-a—“) akan

berdistribusi normal baku.
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