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PRAKATA PENULIS

Alhamdulillah, Segala puji dipanjatkan kehadirat Allah SWT
dengan limpahan rahmat dan karunia-Nya sehingga penyusunan
bahan ajar ini dengan judul “Kalkulus Integral” dapat diselesaikan.

Bahan ajar ini dapat diselesaikan juga karena adanya bantuan dan
kerja sama yang baik dari berbagai pihak. Penulis dengan segala
ketulusan menyampaikan terima kasih dan penghargaan yang
setinggi-tingginya kepada yang terhormat:

1. Ibu Dr. Hj. Lubna, M.Pd Selaku Dekan Fakultas Tarbiyah dan
Keguruan (FTK) Universitas Islam Negeri (UIN) Mataram.

2. Seluruh pimpinan di FTK dan seluruh dosen UIN Mataram,
khususnya dosen Program Studi Tadris Matematika yang telah
dengan tulus berdiskusi dengan penulis untuk terwujudnya bahan
ajar ini.

3. Semua pihak yang penulis tidak dapat sebutkan yang telah banyak
membantu penulis hingga selesai.

Penulis berdo’a semoga semua bantuan dan amal baik semua
pihak yang diberikan kepada penulis mendapat balasan kebaikan yang
berlipat ganda dari Allah SWT.

Penulis menyadari bahwa bahn ajar ini masih banyak terdapat
kekurangan dan perlu penyempurnaan, namun semoga dapat
bermanfaat untuk meningkatkan kualitas pendidikan matematika.

Mataram, 10 Oktober 2020

Penulis

Lalu Sucipto



PENGANTAR DEKAN

thamdulillah, segala puji hanya milik Allah SWT.

Shalawat & Salam semoga senantiasa tetlimpah pada

teladan agung Nabi Muhammad SAW, beserta keluarga,
sahabat dan pengikutnya sampai hari kebangkitan kelak. Berkat rahmat
dan hidayah Allah SWT, program penulisan buku ajar dan referensi
telah dapat dirampungkan.

Kewajiban dosen untuk menulis dan memproduksi buku, baik
buku ajar maupun buku referensi sejatinya sudah diatur dalam UU
Nomor 12 tahun 2012 tentang perguruan tinggi dan UU Nomor 14
tahun 2005 tentang Guru dan Dosen dan sejumlah regulasi lainnya.
Pasal 12 UU No.12 tahun 2012 dengan tegas menyebutkan bahwa
dosen secara perseorangan atau kelompok wajib menulis buku ajar atau
buku teks yang diterbitkan oleh perguruan tinggi sebagai salah satu
sumber belajar.

Kompetisi Buku Ajar dan Referensi (KOBAR) Fakultas Tarbiyah
dan Keguruan (FTK) UIN Mataram tahun 2020 adalah upaya Fakultas
untuk berkontribusi dalam impelementasi undang-undang di atas,
dimana secara kuantitatif, grafik riset dan publikasi dosen PTKI masih
harus terus ditingkatkan. Tujuan lainnya adalah meningkatkan mutu
pembelajaran dengan mewujudkan suasana akademik yang kondusif
dan proses pembelajaran yang efektif, efisien dengan kemudahan akses
sumber belajar bagi dosen dan mahasiswa. Publikasi ini juga diharapkan
men-support peningkatan karir dosen dalam konteks kenaikan jabatan
fungsional dosen yang ujungnya berdampak pada peningkatan status
dan peringkat akreditasi program studi dan perguruan tinggi.

Secara bertahap, Fakultas terus berikhtiar meningkatkan
kuantitas dan kualitas penerbitan buku. Pada tahun 2019 berjumlah 10
judul buku dan meningkat cukup signifikan tahun 2020 menjadi 100
judul yang terdistribusi dalam 50 judul buku ajar dan 50 judul buku
referensi. Ikhtiar Fakultas tidak berhenti pada level publikasi, namun
berlanjut pada pendaftaran Hak Kekayaan Intelektual (HKI) dosen di
Direktorat Jenderal Kekayaan Intelektual (DJKI) Kementerian Hukum
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dan Hak Asasi Manusia R, sehingga tahun 2020 menghasilkan 100
HKIT dosen.

Kompetisi buku ajar dan referensi tahun 2020 berorientasi
interkoneksi-integrasi antara agama dan sains, berspirit Horizon Ilmu
UIN Mataram dengan inter-multi-transdisiplin ilmu yang mendialogkan
metode dalam Islamic studies konvensional berkarakteristik deduktif-
normatif-teologis dengan metode humanities studies kontemporer seperti
sosiologi, antropologi, psikologi, ekonomi, hermeneutik, fenomenologi
dan juga dengan metode ilmu eksakta (natural scincies) yang berkarakter
induktif-rasional. Dari 100 judul buku, terdapat 10 judul tematik yang
menjawab problem epistimologis pendidikan Islam, terutama terkait
misi Kementerian Agama Rl seperti moderast Islam (Islam washathiyab),
pendidikan inklusi, pendidikan anti korupsi, pendidikan karakter,
pendidikan multikultural, etno-pedagogik, pembelajaran DARING
(dalam jaringan), pendidikan & isu gender, ragam pesantren (pesisit,
enterprenuer), dan tema teraktual yaitu merdeka belajar dan kampus
merdeka.

Mewakili Fakultas, saya berterima kasih atas kebijakan dan
dukungan Rektor UIN Mataram Prof. Dr. H Mutawali, M.Ag dan
jajarannya, kepada 100 penulis yang telah berkontribusi dalam tahapan
kompetisi buku tahun 2020, dan tak terlupakan juga editor dari dosen
sebidang dan penerbit yang tanpa sentuhan zaugnya, perfomance buku
tak akan semenarik ini. Tak ada gading yang tak retak; tentu masih ada
kurang, baik dari substansi maupun teknis penulisan, di ‘ruang’ inilah
kami harapkan saran kritis dari khalayak pembaca. Semoga agenda ini
menjadi amal jariyah dan hadirkan keberkahan bagi sivitas akademika
UIN Mataram dan ummat pada umumnya.

Mataram, 29 Oktober 2020 M
12 Rabi’ul Awal 1442 H

Dekan

NIP. 13681231 1993032008
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BAB I

ANTI TURUNAN (INTEGRAL TAK TENTU)

A. Pendahuluan

Bahan ajar ini terdiri dari dua kegiatan belajar. Kegiatan belajar 1
adalah konsep integral tak-tentu sebagai anti turunan, dan prinsip anti
turunan fungsi trigonometri. Setiap kegiatan belajar memuat uraian,
contoh, tugas dan latthan, rambu jawaban tugas dan latihan,
rangkuman dan tes formatif.

Dalam uraian materi anti turunan ini diuraikan tentang awal mula
pembahasan anti derevatif sebagai integral tak tentu, sedangkan
dalam uraian materi integral tak tentu diuraikan tentang beberapa
teorema yang mendasari penyelesaian kasus integral tak tentu. Secara
keseluruhan materi dalam bahan ajar ini meliputi konsep integral tak-
tentu sebagai anti turunan, dan notasi untuk anti turunan dan diakhiri
dengan teorema integral tak tentu.

Petunjuk Belajar

1. Bacalah uraian contoh dengan cermat dan berulang-ulang sehingga
Anda benar-benar memahami dan menguasai materi pembahasan.

2. Kerjakan tugas yang tersedia secara mandiri. Jika dalam kasus atau
tahapan tertentu Anda mengalami kesulitan menjawab, maka
mintalah bantuan tutor Anda atau orang lain yang lebih tahu.

3. Kerjakan tes formatif secara mandiri, dan periksalah tingkat
penguasaan Anda pada tes formatif. Ulangi pengerjaan tes formatif
sampai Anda benar-benar merasa mampu mengerjakan semua soal
dengan benar.



Capaian Pembelajaran

¢ Kompetensi umum dalam mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu memahami konsep integral tak-tentu sebagai
anti turunan, dan prinsip anti turunan fungsi trigonometri.

e Kompetensi khusus dalam mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu menjelaskan konsep integral tak-tentu sebagai
antl turunan, dan prinsip anti turunan fungsi trigonometri.

e Materi Pokok: Anti Turunan dan Integral Tak Tentu

B. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 1)

Pembahasan tentang Anti Turunan pada dalam bahan ajar ini,
Anda harus sudah menguasai turunan fungsi dan aturan pencarian
turunan. Pada materi turunan fungsi, kita telah mempelajari tentang
pemakaian turunan, syarat fungsi mempunyai turunan dan cara-cara
menurunkan suatu fungsi.

Bila proses menurunkan suatu fungsi dianggap sebagai suatu
operasi pada fungsi itu, maka berarti akan menghasilkan suatu fungsi
baru yang disebut fungsi turunannya. Sekarang timbul problem
bagaimana kita mencari fungsi asal apabila fungsi turunannya
diketahui. Dalam hal ini kita harus mempunyai operasi balikan dan
bila operasi ini kita kenakan pada fungsi turunan akan menghasilkan
fungsi asal. Pada Kalkulus Differensial Anda telah mengkaji
pendeferensialan; schingga inversnya (balikannya) disebut —ans/-
pendeferensialan.

Anti Turunan

Beberapa hal dasar yang pada akhirnya membantu kita untuk
menemukan teknik yang sistematik dalam menentukan suatu fungsi
jika diketahui turunannya.

Misalkan kita harus menentukan suatu turunan pertama dari

suatu fungsi:



y=x=D, (y)=1
fw)=1-u’= f'(u)=-2u

. d
g()=siny = —[g()]=cosy

dy

i(LJ L
di\t) e
Jika P dan QQ adalah himpunan fungsi dan kita buat suatu relasi yang

berbunyi “mempunyai turunan” dari P ke Q, maka untuk beberapa

fungsi di atas dapat di ilustrasikan sebagai berikut:

P “mempunyai turunan” Q

Jx) =x
ftx) =Sinx
fow) =1 -
WU

“(7)

Dengan memperhatikan diagram di atas kita dapat membaca:
a. x turunannya adalah 1
b.  Sin x turunannya adalah Cos x

¢. 1—2? turunannya adalah —2#

d. 1 turunannya adalah L

Ji tlt



Dengan kalimat berbeda tetapi tidak mengubah makna ungkapan-
ungkapan di atas akan senilai dengan:

a. 1 adalah turunan dari x
b. Cos x adalah turunan dari Sz x

¢. —2u adalah turunan dari 7 —#?

d. —% adalah turunan dari %

Menelaah salah satu kalimat di atas, apakah suatu fungsi yang
turunannya —2# apakah fungsi asalnya hanya 7 — #?? Jawabanya
“tidak”. Karena pada bab turunan ada #orema mengatakan bahwa:
dua fungsi dengan turunan yang sama hanya berbeda dalam
konstanta.

Kesimpulan kita adalah jika suatu fungsi f mempunyai anti turunan, ia
akan mempunyai keseluruhan famili dan setiap anggota dari famili ini
dapat diperoleh dari salah satu diantara mereka dengan jalan
menambahkan suatu konstanta yang cocok. Famili fungsi ini
dinamakan anti turunan umum dari

Definisi Anti Turunan

F adalah suatu anti turunan fpada suatu selang jika F'(x) = f{x) pada
selang itu.

Contoh 1.1.

Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C fungsi f(x) =226
Penyelesaian:

fix)= 226 = F(x) = 226x + ¢

untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi
antl turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:




F'(226x+c)= i(226x)+ i(c) =226+0=226= f(x)

dx dx

Karena sama dengan fungsi awalnya atau F(x) = f{x) maka jawaban
tersebut benar.

Contoh 1.2.

Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C fungsi f{x) = 43
Penyelesaian:

fix)=4x3 = F(x) =x*+c

untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi
anti turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:

F'(x4 +c):di(x4)+%(c):4x3 +0=4x" = f(x)
X

Karena sama dengan fungsi awalnya atau F’(x) = f{x) maka jawaban
tersebut benar.

Contoh 1.3.
Tentukan suatu antl turunan umum F(x) + C fungsi f{x) = x%/4

Penyelesaian:

: 1 s 43
fix)= x5/4 > F() =——x'"+c=—x" +c
1+ 9
untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi
anti turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:

4 > d(4 °) d 3 3
F'l=x*+4+c|=—|=x* [+—(c)=x*+0=x* =
[9)6 cJ dx£9x J dx(c) X x*=f(x)

Karena sama dengan fungsi awalnya atau F’(x) = f{x) maka jawaban

tersebut benat.



Contoh 1.4.

Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C fungsi f{x) =

1

Penyelesaian:
I 3
fix)= =—=x *= F(x) = xP+c=3x +c
352 % —2

X

untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi
anti turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:

! d ! d -2 1 1
' 3 _ 3 — 3 — — —
F(3x +cJ——dx(3x j+—dx(c)—x +0= é—w—f(x)

X

Karena sama dengan fungsi awalnya atau F’(x) = f{x) maka jawaban
tersebut benar.

Contoh 1.5.

Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C fungsi f{x)=3x" — mx

Penyelesaian:
— 2 15 7,
fix)= 3x" —mx= F(x)—gx —Ex +c

untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi
anti turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:

F'(lx3 —zx2 +cj =
3 2

d(l 3\ d(n ,) d 2 2
| = _— | — + — :3 — —|—0:3 — =
dx(3x) dx(ZX ) dx(c) X" —m x"—m= f(x)

Karena sama dengan fungsi awalnya atau F'(x) = f{x) maka jawaban
tersebut benar.



Contoh 1.6.

Tentukan suatu anti turunan umum F(x)+C fungsi ffx)= 3x* + J3
Penyelesaian:

fix)= 3 +3 = F) =x* +3x+ ¢

untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi
anti turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:

F'(x3 + 3x+0)%(x3)+%(\/§x)+%(c)=
352 +43 +0=3x> +43 = f(x)

Contoh 1.7.
) . 3 2
Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C fungsi f{x) = -
x° x

Penyelesaian:

2
fix)= %——3 = F(x) Zix_1 —ix"2 +c

x° X -1 -2

F(x) ==3x" +x7? +c:—§+%+c
X x

untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi
antl turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:

F'(—§+L2+cj:%(—3x'1)+i(x_2)+i(c):x%— 23 = f(x)

X

X x dx dx

Contoh 1.8.
Tentuk , Fix) 4+ C funosi fix) = 4% +3x°

entukan suatu anti turunan umum F(x) ngsi f{x) = —
Penyelesaian:

o 4x® 4+ 3x* 6 4y -3 3 4,3
Jix)= ————=(@x"+3x")x " =4x"+3x = F(x) =x +5x +c
x



untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi
antl turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:
3 d d d
F'lx*+=x"+c|=—*")+—x)+—(c)=
(30 ve)= G g le ) S0
4x° +3x) x* 4x®+3x*

4x3+3x=( 5 . = f(x)
X X

Contoh 1.9.

Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C fungsi fix) = 3x” + V3

Penyelesaian:

)= 38 +3 = F) =x* +3x+ ¢

Contoh 1.10.
. . 3 2
Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C fungsi fix) = — ——
x° x
Penyelesaian:
fix)= %—% = F(x) :ix_] —ix_2 +c = F(x) =
X x -1 -2

- 3
-3x"+x 2+c:——+—2+c
X X

untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi

antl turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:

F'(x)=f(x)

Contoh 1.11.

4x% +3x*

Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C fungsi f{x) = 3
x



Penyelesaian:

Jo)=

=4x’ +3x = F(»)

3
=x*+>x’+c
2

untuk menguji kebenaran jawaban, kita dapat menggunakan definisi

anti turunan yaitu dengan menurunkan anti turunan yang kita ajukan:

F'(x)= f(x)

C. Tugas Kegiatan 1

Untuk memperluas wawasan Anda tentang Anti Turunan, carilah dan

bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang operasi balikan

dari sebuah turunan fungsi.

Tentukan suatu anti turunan umum F(x) + C untuk masing-masing

yang berikut:

1. flx)=5

2. fl)y=x2+m
Bl

3. fix) = x*

S = j—

Sx) =

) = 4x5

fx) = 277 + 3x5 —45x3 + 2 x

fix) = 22 (o3 + 552 = 3x + f3)
4x° +3x*



D. Rangkuman Kegiatan 1

Berdasarkan paparan Kegitan Belajar 1 ini maka garis besar bahan
yang dibahas adalah tentang Definisi Anti Turunan yaitu F adalah
suatu antl turunan fpada suatu selang jika F'(x) = f{x) pada selang itu.

E. Penilaian/Tes Formatif

1. Skor 5
Cari anti turunan umum dari fix) =7
2. Skor 5

Cari anti turunan umum dari fx) = 1x2 + 3
3

3. Skor 5
1

Cari anti turunan umum dari flx) = 3 x4

4. Skor 8

Cari anti turunan umum dari fx) = 2%

503
X

5. Skor 8
Cari anti turunan umum dari f{x) = 35> —2x + 5
6. Skor 12

Cari anti turunan umum dari f{x) = x5 — 2%

Jx

7. Skor 12

Cari anti turunan umum dari fix) = 24x0 + 4x* — 4052 + 3 x
8. Skor 15

Cari anti turunan umum dari fx) = (x =3 )(>3 + 552 — 3x + /3)
9. Skor 15

Cari anti turunan umum dari fx) = 4 _ 3
x3 X >
10. Skor 15
. . . 7 5
Cari anti turunan umum dari fx) = % +44x

X

10



Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 1

Skor Jawaban Benar

Tingkat Penguasaan = 100 x100%

Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi

Baik Sekali : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup : 70% s/d 79%
Kurang 2 <70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke Bahan ajar 2. Namun jika penguasaan
Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi materi
kegiatan belajar 1, terutama pada bagian-bagian yang belum dikuasai.

11



F. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 2)

Integral Tak Tentu

Dalam kegiatan belajar ini diuraikan tentang lanjutan dari notasi
anti anti turunan suatu fungsi. Kita sebelumnnya telah banyak
mempelajari  operasi-operasi yang balikan (‘invers’). Matematika
mempunyai banyak pasangan operasi balikan: penambahan inversnya
pengurangan, perkalian inversnya pembagian, pemangkatan inversnya
penarikan akar, serta penarikan logaritma inversnya pencarian anti-
logaritma.

Pada materi turunan fungsi, kita telah mempelajari tentang
pemakaian turunan, syarat fungsi mempunyai turunan dan cara-cara
menurunkan suatu fungsi. Bila proses menurunkan suatu fungsi
dianggap sebagai suatu operasi pada fungsi itu, maka berarti akan
menghasilkan suatu fungsi baru yang disebut fungsi turunannya.
Selain dengan notasi anti turunan pada kegiatan belajar 1 di atas,

berikut juga terdapat notasi lain untuk anti turunan yaitu 4,(f(x))

atau I.f(x) dx.

Karena kita telah menggunakan lambang D. untuk operasi
penentuan suatu turunan, adalah wajar menggunakan A. untuk

. . . . 2
operasi pencarian anti turunan. Jadi 4, (x )= 1x’ +c

Ini adalah notasi yang digunakan oleh beberapa penulis, dan
memang dalam #notasi lebneiz yang popular untuk notasi antiturunan

adalah s yang diperpanjang, yaitu: I .......... dx; hal ini menunjukkan

antiturunan terhadap x, sama seperti D, menunjukkan turunan
terhadap x. Perhatikan bahwa ij f(x) dx=f(x)

TEOREMA ATURAN PANGKAT

Jika r adalah sebarang bilangan rasional kecuali -1, maka:

r+l

Ixrdxz +c

r+l1

12




Bukti:

r+l1

Untuk membuktkan suatu hasil berbentuk: - 1+c kita cukup
r+

xH—l
——+cl=

r+l

D

menurunkan terhadap X, yaitu: p

L(r +1) x40 = x

r+l

r

Contoh 2.1:

Tentukan anti turunan umum dari  f(x) = x5

Penyelesaian:
5+l 3
4 X z
J.xédx: +c = +c=3x>+c
441 A
3 3
Contoh 2.2:

. . -3
Tentukan anti turunan umum dari  f(x) =7x %

Penyelesaian:
Va

I7x_%dx= 7x +c=28xi+c

Y
Contoh 2.3:

. . 5 3
Tentukan anti turunan umum dari  f(x) =4x" —x

Penyelesaian:

If(x)dx = I(4x5 — x)dx = %xG —%x“ +c

Contoh 2.4:

. . 1
Tentukan anti turunan umum dari  f(x) = x'" +x”

13



Penyelesaian:

1 1
If(x)dx = I(xloo +x”)dx = ﬁxlm +ﬁxm° +c
Contoh 10

Tentukan anti turunan umum datri  f£(x)=27x" +3x° —45x° +/2 x
Penyelesaian:

If(x)dx = I(27x7 +3x% —45x> +/2 x)dx

45 V2

= x'—=x"+—x*+—x*+c
4 2

TEOREMA INTEGRAL TAK-TENTU FUNGSI SINUS DAN
COSINUS

.fsin xdx =—cosx+c

I cosxdx =sin x+c

Bukti:

Cukup perhatikan bahwa D.(— cos x + ¢)= D. (— cos x) + D. (¢
=sinx+ 0 = sin x dan

untuk Dy (sin x + ¢) = Dy (sin x) + D (¢) = cos x + 0 = cos x

Contoh 2.5:

Tentukan Penyelesaian dari: J-Z sin x dx

Penyelesaian:
J. 2sin x dx
=2 I sin x dx

=2-(—cosx)+c

=-—-2cosx+c

14




Contoh 2.6:
Tentukan Penyelesaian dari: I(sin t—cos t)dt
Penyelesaian

j(sin t—cos t)dt

= j(sin £ dt — j(cos ) dt

= —cost+c —sint+c,

= —(cost+sint)+c
Contoh 2.7:

Tentukan Penyelesaian dari: I(cos 3x—3sin x)dx

Penyelesaian
j(cos 3x—3sin x)dx
= .[cos3x dx—SIsin x dx

= %sin 3x+c¢, —3(—cosx)+c,
1 .
= gsm 3x +cosx+ C
Contoh 2.8:

Tentukan Penyelesaian dari:J‘(t2 —2 cos t)dt
Penyelesaian

_|'(t2 — 2 cos ?)dt

= [¢* dt—2fcost dt

= %tz +c —2(sin?)+c,

= lz‘z —2sint+c
3

15



Contoh 2.9:
Tentukan Penyelesaian dari: I3 sin (2x —7)dx

Penyelesaian
[3sin 2x—m)dx
=3[sin (2x—7)dx

= %[—COS(ZX—%’)]+C
3
:—ECOS(Z)C—ﬂ')+C

Untuk selanjutnya istilah anti turunan F, kita ganti menggunkan
integral tak-tentu U .......... dx). Notasi j f(x) dx, dimana tanda J

dinamakan simbol integral; f{x) dinamakan integran.

TEOREMA KELINEARAN INTEGRAL TAK-TENTU

Andaikan fdan ¢ mempunyai anti turunan (integral tak-tentu) dan
Andaikan £ suatu konstanta. Maka:

. j.k F(x)dx =k j F(x)dx;
b. [l£ G+ g0l = [ f(x)dx + [ g(x)x;
e [[f-g@hx = [ f(x)dx - [ g(x)dx.

Bukti:

Untuk memperlihatkan (i) dan (ii), kita cukup mendeferensialkan ruas
kanan dan amati kita memperoleh integran ruas kiri.

a. Dk[ f(0dx|=kD, [ fx)dx=k £(x)
b. D,|[f(x) dx+ [g(dx|=D, [ f(x)dx+D, [ g(x)dx=f(x) + g(x)
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c. D|[f() dxc~[g(dx|=D, [ f(x)dr—D, [ g(x)dv=1(x)-g(x)
Contoh 2.10:

Tentukan Penyelesaian dari: [(3x” +4x)dx
Penyelesaian:
[ (x? + 4x)ar
= [3x7 dx+ [4xdx
= 3[x”dx+4[xdx

= J.(3x2 + 4x)dx

3 2
=3 x—+cl +4 x—+02
3 2

= x +2x" + (3¢, +4c,)
= X +2x°+C

Contoh 2.11:

Tentukan Penyelesaian dari: J.(tiz +At j dt

Penyelesaian
1
J.[—Z +t ] dt
t
j(zz +ﬁ)dr

= [r2ar + jﬁdt

17



A
= _+T +C

2

-_1 + %t% +C
t 3
Contoh 2.12:

Tentukan Penyelesaian dari: J.(2 cos x— mx)dx

Penyelesaian
I(Zcos x — 7zx) dx
= ZIcosx dx—ﬂj x dx

2
. x
= 2sin x + ¢, —72'(7)4—02

= 2Ssin x — z x> +c
2
Contoh 2.13:

Tentukan Penyelesaian dari: J(Z sin® x+2 cos” x)dx

Penyelesaian
I(2sinz x+ 2 cos® x)dx
= 2“-(sin2 x +cos’ x)dx

:2[(1) dx

=2x+c
Contoh 2.14:

Tentukan Penyelesaian dari: j(sin x+cos x)* dx

18



Penyelesaian

I(Sin x +cos x)° dx

= I(sinz x +2sin x cosx + cos’® x)dx
:I(sinz X +cos ’+ 2sin x cos x) dx

= [ +sin 2x) dx = [ dx + [ sin 2x dx

=x—10052x+c
2

TEOREMA INTEGRAL TAK-TENTU FUNGSI PANGKAT
YANG DIPER-UMUM

Andaikan g suatu fungsi yang dapat dideferensialkan dan r adalah
sebarang bilangan rasional kecuali -1, maka:

e &'y ate = EOL (x)]m

Bukti:

Untuk membuktikan dengan menggunakan definisi di atas, yaitu
dengan menurunkan ruas kanan, dan ruas kiri menghasilkan fungsi
integran-nya.

r+1 (r+1)-1
o[ ) [ )0 ot

Contoh 2.15:

Tentukan Penyelesaian dari: J.(x4 + 3x)30 <4x3 + 3)dx

Penyelesain:
Diketahui [ (x* +3x)" (4x* +3)dx

Misalkan g(x) = x* + 3x maka g°(x) = 4x3+ 3,

19




sehingga menurut teorema di atas dapat digunakan seperti berikut:

I(x“ + 3x)30 (4)63 + 3)dx
= [[e(]" g'(x)ax

L .
31

_ (x4 +3x)31 L C
31

Contoh 2.16:

10
Tentukan Penyelesaian dari: _[ sin  x.cosxdx

Penyelesain:
10
Diketahui J.sm X. cosxdx
Andaikan h(x) = sin x, maka h’(x) = cos x
sehingga menurut teorema di atas dapat digunakan seperti berikut:

10
jsm x.cosxdx

= [ g (x)eix

:sin”x
11

Contoh 2.17:

+C

Tentukan Penyelesaian dari: I(x3 + 6)5)5 (6)62 + 12)dx

Penyelesain:

Diketahui [ (x* +6x) (637 +12)dx

20



Andaikan u = 53 + 6x, maka du = 3x? +6 dx atau 2 du = (6x2 + 12)
dx sehingga menurut teorema di atas dapat digunakan seperti berikut:

I(x3 +6x)5 (6x2 +12)dx
= Ius 2du

:2.|‘u5 du

_ (x3 -|-36x)6 L C

Contoh 2.18:

Tentukan Penyelesaian dari: J. cos 2x (—2sin 2x) dx
Penyelesain:

Diketahui [ cos' 2x(~2sin 2x) dx

Andaikan g(x) = cos 2x maka g’(x) = —2sin 2x dx

J- cos4 2x(—2sin 2x)dx

= [[e()] &' (x)ex

_ cos’ 2x
5

+C
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Contoh 2.19:
2 2
Tentukan Penyelesaian dari: I (x? + 3] x* dx

Penyelesain:

2 2
Diketahui | (x_ + 3J x* dx
2
X2 o 2
Andaikan g(x) = > +3 maka ¢’(x) = x dx I(? + 3) x* dx

# [[¢)] g'(x)ax

(karena g°(x) # x? dx, maka teorema di atas tidak dapat digunakan,
sehingga menggunakan metode lain)

Untuk menyelesaikan kasus diatas maka kita jabarkan integral berikut:
2 2

j[x— + 3} x* dx
2
x4

:J.(T+3x2 +9}r2 dx

6
= I(%+3x4 +9x2de

7 5
=X 3 v
28 5

Contoh 2.20:

Cari solusi dari integral-integral berikut:

[(2x+1)* V2dx
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Penyelesaian:

Jika u= V2 x+1 maka du = 2 dx
u4 (\/Ex+l)4
=——"7 +c

I(ﬁx+l)3 ﬁdx:ju3 du:T-'-c

4
Contoh 2.21
Cari solusti dari integral-integral berikut:
j(;zx3 +1)* - 3mdx
Penyelesaian:
Jika u = x> +1 maka du = 3’ dx
j(mf +1* 3 dxzju“ du :%w:@w

Contoh 2.22

Cari solust dari integral-integral berikut:

j(5x2 +1)(5x° +3x+6)°dx

Penyelesaian:

Jika u= 5x>+3x+6" maka %du = (5x> +1)dx’

3 7 3 7
j(5x2+1)(5x3+3x+6)6dx=;ju6 du= ;’ P CL +73x+6) s

Contoh 2.23

Cari solusi dari integral-integral berikut:

j(5x2 +1)45x> +3x—2 dx
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Penyelesaian:

Jika u= 5x° +3x—2 maka %du: (5x> +1)dx

1 12u? 2{(5x% +3x-2)°
j(5x2+1) 5x3+3x—2dx=§j\/;du=§ Z te= ( 5 ) +c

Contoh 2.24

Cari solusi dari integral-integral berikut:

I X
\2xP =5
Penyelesaian:

Jika u = 2x* =5 maka %duz 4x dx

J-4—xdx=§jidu=§—+c= +c
\J2x° =5 47 Ju 4 3 2
Contoh 2.25

Cari solusi dari integral-integral berikut:
I sin x-cos x dx

Penyelesaian:
Ingat bahwa: sin x-cosx = Esin 2x

J-sin x-cosxdx = lJ-sm 2xdx = l(—lcos 2x)+c= —lcos 2x+c
2 22 4
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Contoh 2.26

Cari solust dari integral-integral berikut:
I sin? x dx

Penyelesaian:
. ) . ) . 1
Ingat:sSin” x =sm x-sin x dan sin x-sin x = —E[COS 2x—cos 0]

Isin x-sin xdx = —lj.[cos 2x —cos 0]dx = —lJ.cos 2xdx+l.|.dx
2 2 2

sin 2x x
+—+c
2

. . 1 . 1
.[sm x-sin xdx = —Zsm 2x+cl+5x+c2: -

G. Tugas Kegiatan Belajar 2.

Untuk memperluas wawasan Anda tentang Anti Turunan, carilah dan
bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang integral tak
tentu dari sebuah turunan fungsi.

A. Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu berikut:

1. I(x4 +x2)dx

2. [(x+1)’ax
3, jﬁdz
4, J@dz

5. [(sin 236 —2sin 30,0836 + cos > 30)d6

0. J.(ﬂx+l)37zdx
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7. [(ax® +2)8x" +120-9) ax
8. j9t V76 ~114t
9. jcos3 l(x2 + 72')4 Jsin l(x2 + 7z)4 kxz + 72')3)(? dx

10. Buktikan
2 [ @em+f@e k=1 ()-g)+C

b. I[f'(X)g(X)—f(x)g'(x) o S
g7 () g(x)

H. Rangkuman Kegiatan Belajar 2

Berdasarkan paparan Kegiatan Belajar 2 ini maka garis besar bahan
yang dibahas tentang

1. Notasi lebneiz untuk notasi antiturunan adalah I .......... dx ; hal ini
menunjukkan antiturunan terhadap x

2. Teorema Aturan Pangkat berbunyi Jika r adalah sebarang bilangan

r+l

rasional kecuali —1, maka: Ix’ dx = +c

r+1
3. Teorema integral tak-tentu fungsi sinu J.sin xdx=—cosx+c dan

fungsi cosinus j cosxdx =sin x+c

4. Teorema kelinearan integral tak-tentu
. j k f(x)dx = kj F(x)dx;
o [[reo+ghr=[redc+[gdr;
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d f[f(X) — g(x)px = If(x)dx—jg(x) dx .

dimana f dan g mempunyai anti turunan (integral tak-tentu) dan
Andaikan £ suatu konstanta. Maka:

5. Teorema integral tak-tentu fungsi pangkat yang diperumum

]H—l

I [g0)] g'(x)dx = [g(x—)l+c dimana g suatu fungsi yang dapat
r+

dideferensialkan dan r adalah sebarang bilangan rasional kecuali —1.

I. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 2

1. Skor 5

Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu j(xs +x* )dx

2. Skor 5

Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu I(x +1) *dx

3. Skor 5
. y 3
Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu dx
peny & I 4x/x
4. Skor 8
. . (x + 1)5
Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu I— dx
Jx
5. Skor 10
Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu

_[(cos ?3x +sin *3x —2 cos3x.sin 3x)dx

6. Skor 10
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Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu jﬂ(nx + 1)4 dx

7. Skor 12

Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu
(82" +120-9)" (4x* + 2)ax

8. Skor 15

Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu I7x V7x* =7 dx

9. Skor 15

Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu
[ cos® |27 + 1) sin|(2x7 +1)* |22 + 1) 4x ax
10. Skor 15

Tentukan penyelesaian dari integral tak-tentu

Ix(xz — 7)3 sin’ l(x2 — 7)4 Jcos|_(x2 — 7)4 de

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 2

Tingkat Penguasaan = Skor Jawaban _Benar x100%

100
Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi

Baik Sekali  : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup : 70% S/d 79%
Kurang : < 70%
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Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke Kegiatan Belajar 3. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
materi kegiatan belajar 2, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai.

J. Rujukan

E.J. Purcell dan Verberg (19806) (terjemah Drs. I Nyoman Susila,
M.Sc) Kalkulus, Jilid I, Edisi ketujub, Jakarta: Interaksara.

Anton, H., 1995, Calculus with Analitic Geometry, John Wiley & Son,
New York.

Edwards, C.H. dan Penney, D.E., 1998, Calulus with Analitic
Geometry, Prentice Hall, Upper Saddle River.

K. Bacaan Yang Di Anjurkan

Sulaiman R, 2008. Matematika Dasar 2 (Integral dan Aplikasinya).
Universitas Negeri Surabaya. Surabaya: Unesa University Press.
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BAB I1

NOTASI JUMLAH DAN SIGMA

A. Pendahuluan

Bahan ajar ini terdiri satu kegiatan belajar. Kegiatan belajar 3
tentang Notasi Jumlah dan Sigma. Untuk memahami materi dalam
materi ini, Anda harus sudah menguasai tentang barisan. Setiap
kegiatan belajar memuat uraian, contoh, tugas dan latthan, rambu
jawaban tugas dan latihan, rangkuman dan tes formatif.

Sebelum membahas sigma dan sifat-sifatnya, terlebih dahulu kita
menguraikan sedikit tentang barisan. Pada fungsi yang daerah asalnya
berupa selang riil menggunakan huruf yang dekat dengan abjad akhir
untuk memberi nama peubah seperti s, 4 % v, w, x, ) g yang
mengambil nilai pada peubah selang garis riil. Sedangkan apabila
mengambil huruf yang dekat dengan abjad tengah yakni i, j, &, 7, 7, n
hal ini menggambarkan fungsi tersebut daerah asalnya adalah
bilangan bulat positif. Sehingga sebuah fungsi yang yang daerah
asalnya terdiri dari bilangan bulat positif atau suatu himpunan bagian
dari bilangan bulat disebut barisan.

Menuliskan beberapa nilai dalam barisan yang pertama diikuti
oleh titik-titik, misalkan seperti: 1, 2, 3,4, 5, ... atau 1,4, 9, 16, 25, ...

atau ai, az, a3, a4, as, ... = { an}

Petunjuk Belajar

1. Bacalah uraian contoh dengan cermat dan berulang-ulang sehingga
Anda benar-benar memahami dan menguasai materi pembahasan.

2. Kerjakan tugas yang tersedia secara mandiri. Jika dalam kasus atau
tahapan tertentu Anda mengalami kesulitan menjawab, maka
mintalah bantuan tutor Anda atau orang lain yang lebih tahu.
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3. Kerjakan tes formatif secara mandiri, dan periksalah tingkat
penguasaan Anda pada tes formatif. Ulangi pengerjaan tes formatif
sampai Anda benar-benar merasa mampu mengerjakan semua soal
dengan benar.

Capaian Pembelajaran

e Kompetensi umum dalam mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu memahami konsep notasi jumlah sigma,
notasi sigma dan notasi jumlah khusus.

e Kompetensi khusus dalam mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu menjelaskan konsep notasi jumlah sigma,
notasi sigma dan notasi jumlah khusus.

e Materi Pokok: Notasi Jumlah dan Sigma

B. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 3)
Notasi Jumlah dan Sigma

Kita Sering melakukan penjumlahan beberapa bilangan, misakan
1+ 2 + 3+ 4 +5+6+ 7 + 8 + 9 + 10. Untuk
mempersingkat penulisan penjumlahan tersebut kadangkala kita
hanya menulis dengan 1 + 2 + 3 + ... + 10. Tentunya penulisan
itu memperhatikan pola tertentu dan dapat diamati polanya dari
beberapa suku saja.

Jika jumlah 12 + 22 + 32 + 42 + ...+ 1002 dan a;+ a2+ a3 +
a4+ as+ ... + a, maka dapat kita tunjukkan jumlah bentuk di atas kita

100 n
dapat tuliskan sebagai: Ziz dan Za ;
i=l =1

Dalam notasi ), (baca “sigma”; simbol huruf besar Sigma
Yunani) menyatakan kepada kita untuk menjumlahkan semua
bilangan berbentuk seperti yang ditunjukkan seraya indeks i, j, %, [, 7,
n berjalan melalui bilangan bulat positif, mulai dengan bilangan bulat
yang diperlihatkan di bawah )’ dan berakhir dengan bilangan bulat
yang di atas tanda tersebut, sechingga:
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5

Z(i+l)2 =@ +1)2+ @ +1)2+ (5+1)2 =424 52+ 62
4 .
2-21 = 2l + Zl + 2l + Zl
—i"+1 1°+1 2°+1 3°+1 4°+1

i=1

Dan, untuk m < n perhatikan:

Zn:C(i) =C(m)+C(m+1)+C(m+2)+..+C(n-2)+C(n—-1)+C(n)

i=m

n

Jika semua c; dalam Zci mempunyai nilai sama, katakana c, maka
i=1

sebagai suatu hasil telaah di atas kita membuat kesepakatan berikut:

n
ZC=7’Z'C
i=1

4
Sebagai contoh beberapa kasus 22 =4(2)=8 atau

i=1

100

> (-2)=100(-2)=-200

i=1

Sifat-sifat Sigma berlaku juga operator linier, yaitu seperti pada

teorema berikut:

Teorema kelinearan Sigma

Andaikan {ai1} dan {b:1} menyatakan dua barisan dan c suatu

konstanta. Maka:

a. icai :cZn:ai ;
i=1 i=1

b. Z a,+b,) Za +Zb
i=1

c. Z Za —Zb

i=1
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Bukti:

1 7
a) an[ =ca,+ca, +...+ca, =c(a,+a, +...+a,)= CZ a,
i=1 i=1

n

b) > (a,+b,)

i=l1

=(a,+b)+(a, +b,)+(a, +b))+...+(a, +b,)
=a,+b +a,+b,+a,+b,+..+a, +b,
=(a,+a,+a,+..a,)+ (b, +b,+b, +...+b))

n n
= Zai +Zb[
i=1 i=1

n n n

—_
1l
—_
Il
—_

=(a,=b)+(a, —b))+(a; -by)+...+(a, -b,)
=a,—-b +a,-b,+a;,-b,+..+a,-b,
=a,+a,+a,+..a,—b, —b,—b,—...—b,

=(a,+a,+a,+..a,)— (b +b,+b;+...4D,)
:Zai _sz’
i=1 i=1

Menentukan nilai dari sigma

Contoh 3.1:

6
Hitung Z i’

i=1
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Penyelesaian
6
Yit=12+2 43" +47+5% + 6’

i=1
6
it =1+4+9+16+25+36 =41
i=1

Contoh 3.2:

7

Hitung
= ]+1

Penyelesaian

L1 1 1 1 1 1 1
> ettt ——+
=RAS. 1+1 2+1 3+1 4+1 5+1 6+1 7+1

1

17.316

7 1 B B

11 1
sl 23 4
4

1 1 1
6 7 8 1.080
Contoh 3.4:

8
Hitung » (k+1)*
k=1

Penyelesaian

D=

(k412 =(k+1) 4+ (k4D +(k+1)" +(k+1) 4 (k412 + (k+1)° +(k+1) +(k+1)°

~
i

D=

k+1)7 = (D) + Q4+ D) + G+ + G+ D) + G+ + 6+ +(T+1)° +(8+1)°

=
i

8
(k+1)? =243 44" +5° 46" +7* +87+9°

8
Z(k+l)2 =4+9+164+25+36+49+64+81=271
k=1
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Contoh 3.5:

10 10

Jika diketahui Zni =10 dan Zmi = 13 maka tentukan penyelesaian

i=1 i=1
10
dari Z (2n, =3m, +4)

i=1

Penyelesaian

]ZO:ni =10 " 10 10 10

i=l 32(2n1_3m1+4):22n’_3Zml+z(4)
Sm=13 | o R

i=1

=2(10) — 3(13) + 10(4) =99

Contoh 3.6:

19
Lakukan penukaran peubah dalam indeks Zl (I=2); k=1-2, selanjutnya

1=3

hitung nilai sigmanya.

Penyelesaian

5
I(1-2);k=1-2 5
1223: (=2) = Z(k+2)k, Sehingga :
k=1-2=1=k+2 !
5

3 (k+2)k = (1+2)1+(2+2)2+(3+2)3+ (4 +2)4+(5+2)5

k=1

S

Z (k+2)k=3)+(4)2+(5)3+(6)4+(7)5

k=1

5

D (k+2)k =3+8+15+24+35=85

k=1
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Jumlah Berjatuhan

Diberikan sigma pada ruas kiri, kemudian kita mencoba menjabarkan
sehingga tidak lagi berbentuk notasi sigma. Kemudian perhatikan
hasil aljabar dalam ruas kanan apakah sesuai dengan kasus-kasus
berikut:

Contoh 3.7:

i —a)=a,, —a

Tujukkkan benar bahwa: z (a

i=1
Penyelesaian:

Dengan melakukan pencoretan secara sistematis pada penerapan
kelinieran dapat digunakan untuk menunjukkan kasus berikut,
berikut:

n
Z(am —a;)=(a,—a)+(a;—a,)+(a,—a;) +...+(a,,, —a,)
i=1

=-a+a,—-a,+a,—a,+a,—...—a,+a,,

=a, —a

n+l

Contoh 3.8:

Tujukkkan benar bahwa: Z[(Z +1)? =i’ ]=(n+1)° -1

i=1
Penyelesaian:

Dengan melakukan pencoretan secara sistematis pada penerapan
kelinieran dapat digunakan untuk menunjukkan kasus berikut,
berikut:

i[(i+l)2 —i*1=2° =1+ 3 -2)+ & =3+ 4+ ((n+ 1) =n?)

i=1
=17 +2°-22 43" -3 +4" - -0’ +(n+1)’

=(n+1)* -1
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Jumlah Khusus pada Sigma.

Dalam bagian berikut, kita akan perlu meninjau jumlah dari #
bilangan positif yang pertama seperti halnya jumlah kuadrat-
kuadratnya, pangkat tiganya, dan seterusnya. Untuk mempermudah
menentukan hasil akhir diberikan beberapa rumus-rumus yang
istimewa berikut:

Contoh 3.9:

Buktikan bahwa benar untuk:
>Dli=1+2+3+...+n =n(nT+l)
i=1

Bukti:

Untuk membuktikan Rumus (a), kita mulai dengan kesamaan (7 +
1)2 — 2 = 2/ + 1, kemudian jumlahkan kedua ruas dan terapkan rumus
jumlah berjatuhan serta gunakan keliniearan di ruas kanan. Untuk
lebih jelasnya kita perhatikan uraian di bawah:

G+12-2 = 2i+1
jﬁur+n2—ﬁ]:=jicy+1)

(n+1)2—1

Zii +Zn:(l)

w2+ 2n = 2Zi+n

2 n
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Contoh 3.10:

10
Tentukan Penyelesaian dari: Zi
i=1

Penyelesaian:

55.

ii 10(10+1) 110
p=) 2 2

Contoh 3.11:

10
Tentukan Penyelesaian dari: Ziz
i=l1

Penyelesaian:
iiz _10(10+1)(20+1) _110(21) _ 2310 _ 355
i=1 6 6
Contoh 3.12:
10
Tentukan Penyelesaian dari: Zi ’
i=1
Penyelesaian
10 2 2
zi3 _(10a0+1) 11(2) _12.100 3025
pa 2 2 4

Contoh 3.13:

10
Tentukan Penyelesaian dari: Zi !

i=l1

Penyelesaian:

if _ 10(10+1)(103 +9(10)2 +10—1)
i1 30
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L., _10(11)(1.000 +9(100) +9) _ 110+1.900 +9

i
12_1: 30 30
10
zi4 _ 2.019 _673
i=1 30
Contoh 3.14:

10
Hitung: > (1—i+i* =i’ +i*)

i=1

10 10
Penyelesaian: Diketahui Zi =55; Zi > =385
i=l i=l
O 512,100 &, 2.019 :
i’ = i =———, sehingga :
2= 2" =5 =8

10 10 10 10 10 10
DA—i+i® =i +iy=D1=-D i+ > i =D+ +i
i=1 i=l1 i=l1 i=l1 i=1 i=l1
12.100  2.019

+

30
_300-1.650+11.550-90.750+2.019 _ 78.531

30 30

=10-55+385—

Contoh 3.15:

Tunjukkan bahwa: Y [(i+1)’ —i*]=(n+1)* -1

i=1
Penyelesaian:

Zn:[(i+1)3 —’1=2 -1+ @ -2+ @ =3)+..+((n+1) =n’)

i=1

=-1’+2°-2+3 -3 +4 - -’ +(n+1)’

(n+1)° -1
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Contoh 3.16:

Tunjukkan bahwa: Y [(i +1)* =i*]=(n+1)* -1

i=1
Penyelesaian:
n

DIE+D*=i* 1= -1+ 3" =2 + @' =3 +..+((n+1)* -n*)

i=1
=1 42 -2t 43 3t 4 -t ()

=(n+1)*-1

Tunjukkan bahwa: Z[(i +1)* =i*]=(n+1)°> -1

i=1
Contoh 3.17:
Tunjukkan bahwa: Y [ +1)° =i ] = (n+1)° —1
i=1
Penyelesaian:

i[(m—l)s P 1= (27 1)+ (37 =2+ (@ =3 )+t (4 1) 1)

i=1
=1 +2°-22+3 -3 +4 - -’ +(n+1)

=(n+1)Y° -1

Contoh 3.18:

10
Hitung: Y [(i+1)* —i%]
i=1

Penyelesaian

10
SIG+1)* -i]1=(n+1)* ~1=(10+1)* ~1=11 ~1=121-1=120
i=1
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Contoh 3.19:

Himng:i[(i +1)° —i’]

i=1

Penyelesaian

10
S+ =i 1= +1)* ~1=(10+1)* ~=1=11" =1=1.331-1=1.330

Contoh 3.20:

Buktikan : Zn:iz = n(n+1)(2n+1)
P 6

Penyelesaian

G+ -7 = 32 +3i+1

Z":[(i+1)3 —i’] = Zn:(3i2 +3i+1)

(n+ 13 -1 - 3Zn:i2+3zn:i+zn:(l)
i=1 i=1 i=1

w + 3> + 3n = 32 n(n+1)
23 + 62 + 6 =6 .i* +3n> +3n+2n
i=1
210’ +6n° +6n Z”: -
— _ 1
6

S n(n+1)(2n+1)
Zl - 6

i=1
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Contoh 3.21:

N n(n+1)7
Buktikan : Zi3 = |:_2 :l
i=1

Penyelesaian

(+D*—# = 42 +62+4il

Z[(z’+1)4 —i*] = 2(41-3 4 6i% +4i+1)

=1 i=1

(4 1)1 = 4Y i +6) 7+ 40+ ()
=l i=1 =1 i1

i+ A+ 62 + 4n :4Zi3 +6n(2n+é)(n+1) +4n(n2+1) .
i1

w4+ 62+ dn =4 QD+ 1)+ 2n(n+1)]+n
i=1

nt + 4w+ 6n2 + 4n :421'3 +2n’ +5n° +4n
i1

nt+ 20+ 2 :4zi3
i=1
4 3 2
n +2n’ +n n 3
oorer T _ ;
i 2
n*(n’ +2n+1) n

4 =20
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Contoh 3.22:

Tambahkan kedua kesamaan di bawah ini, selesaikan untuk S dan degan

cara tersebut memberikan pembuktian Z’ _nn+1)
; 2

S=1+2+3+4+ .. +1n-2)+ (n-1)+n

S=n+(@D+@2+...+3+2+1 +n
Penyelesaian:

S=1+2 4+ 3 + 4 +..+02)+(@1)+n

S=n+ @D+ 02D+ 0-D+...+ 2 + 1 +n

= (a+1)+ (a+1)+ (n+ D+ (n+D+...+ (n+D)+ (n+ 1)+ (n+1)

2S=n[(n+1)]; andaikan S=)i=2> i=n(n+1)

i=1 i=1

32 n(n+1)

Contoh 3.23:

Cari Suatu rumus untuk Zn: (k+2)(k-5)

k=1

Penyelesaian

Z(k+2)(k 5)= Z(k2—3k—10) Zk2—32k 2(10)

kn=1 kn=1 kn=1 kn=1

_zk2_3zk z(lo)_n(n+1)(2n+l) 3n(n+1 _10(n)

kn=1 kn=1 kn=1

B n(2n® +3n+1-9n—-9—60) B n(n® —3n-34)
6 6
Contoh 3.23:

Cari Suatu rumus untuk Z [ m+ 2}

m-—>5
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Penyelesaian

_ m=1 m=1

Sm-5 S > )

m=1 m=1

m-—>5

i{muz} Z":(m2+2) Zm +Z(2)

n(n+1)(2n+1)+2(n) 2n® +3n* +13n
6 _ 6
— 2
n(n—1) _5(n) n* —1ln
2 2
B 2n® +3n +13n [ 2 J_2n3+3n2+13n_2n2+3n+13
6 n’*—1ln 3n* —33n 3n-33
Contoh 3.24:

6
Cari nilai dari sigma Y (=1)' 2"

i=1

Penyelesaian

Z():(—l)" 27 = (=)' 2" (=) 27+ (1)’ 27 L+ (1) 277
=D+ OO+ D @)+ M + (D) +(1) (16)

—-1+11 _s

=—1+1+(-2)+(4)+(-8)+(16) =
Contoh 3.25:

1)/ 2/

(-
Cari nilai dari siema
&t Z j+1

Jj=1

Penyelesaian

SR o N - e A A e

o+l 141 2+1 341 741
_Eh@), @), CDH®) , 16)  (-D32)
2 3 4 5 6
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_(2) 4, (B 16 (32
2 3 4 5 6
4 16 32 —30+40-30+96-160 42

= l+--24+—-22 =
3 5 6 30 15

Contoh 3.26:
6
Cari nilai dari sigma Yk cos (k)
k=1
Penyelesaian

ik cos(km)=(1)cos(l-7)+(2) cos(2-7)+(3) cos(3-7) +...+(6)cos (6 7)

= cos(m)+2cos(2x)+3cos(37)+4cos(4r)+5cos(5x)+6¢cos(6x)

= (—1)+2(1)+3(—§)+4 M+5-H+6(1)

_ _1+2_¥+4_5+6:—2+4+3\/§2+8—10+12:6+%\/§

Contoh 3.27:
Tuliskan jumlah berikut: 1+2 +3+4+...4+41dalam penulisan sigma

Penyelesaian

4
l+2+3+4+...+41=2i

i=1
Contoh 3.28:
Tuliskan jumlah berikut: 2 +4+6+8+...+100dalam penulisan sigma

Penyelesaian

50
2+4+6+8+..+100=>2j

Jj=1
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Contoh 3.29:
Tuliskan jumlah berikut: 1+3+5+7+...+101dalam penulisan sigma

Penyelesaian

51

14345+ 7+..+101 =) (2k-1)

k=1

Contoh 3.30:
. . . I 11 1 .
Tuliskan jumlah berikut: 1——+———+...— —— dalam penulisan
2 3 4 100
sigma.
Penyelesaian
100 | (_1)/+1
Ll Ll o LoSED
2 3 4 100 = !
Contoh 3.31:

Tuliskan jumlah berikut: a_, +a, +a, + a; +as +...+ a,y, dalam

penulisan sigma.
Penyelesaian
1003
a,+a,+a, ta;tastotag = .4,
k=1

Contoh 3.32:

10 10
Jika diketahui Zni =40 dan Zmi =50 maka tentukan penyelesaian

i=1 i=1
10
danZ(ni +m;)
i=1
Penyelesaian

i(n,- +m,) =in,. +im,. =40+50=90
=l i=1 i=1
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Contoh 3.33:

10 10
Jika diketahui Z a; =40 dan Zbi =50 maka tentukan penyelesaian

i=1 i=1
9
dari Z (@, =b,)
j=0

Penyelesaian: Andaikan: 7 =;+1 maka

i(aiH _bz‘+1) = i(di _bi) = i(ai)_i(bi) = 40—50 = —10

i=1

Jadi f(x,)=x,43= (-2 +i3)+3 =145

Sehingga if(x_z)sz = zn:f(xl)Ax

C. Tugas Kegiatan Belajar 3

Untuk memperluas wawasan Anda tentang notasi sigma, carilah dan
bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang materi
tersebut.

Pada soal-soal 1 — 4, cari nilai dari jumlah yang ditunjukkan.

1. 25:(3/’(—1)
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2. i(zkz)
3, i(kﬂ)z

L Skt

k=1

Pada soal-soal 5 — 8, tuliskan jumlah yang ditunjukkan dalam
penulisan sigma.

5 1+2+3+4+...98

8 S )+ Sl )+ Sk )+ /(s )+ /() 44/ (k)
Pada soal-soal 9 — 10, cari nilai dari jumlah yang ditunjukkan.

9. Hitung: Z{( 1 —lz}

i+ 1) I
10. Hitung; Z[zf -2

i=1

D. Rangkuman Kegiatan 3

Berdasarkan paparan Kegaitan Belajar 3 ini maka garis besar bahan

yang dibahas adalah
1. Kesepakatan dalam sigma dengan fungsi konstan Zc =n-c
i=1

2. Teorema kelinearan sigma
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icai:ciai;
; a, +b, Za +Zb
> Za —Zb

u i=1
diamana {ai} dan {b1} menyatakan dua barisan dan ¢ suatu
konstanta. Maka:

3. Rumus jumlah berjatuhan Z:(ai+1 -a,)=a,, —a,
i=1
4. Rumus jumlah khusus
Zi _ n(n2+ 1) Ziz _ n(n+1)6(2n+1)
i=1 j

2 o [am+D 7 ", n(n+1)(6n’ +9n” +n-1)
e
2 pan 30

i=1

E. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 3
1. Skor5

3
Cari nilai dari jumlah )" (224 + 6k —1981)

k=1

2. Skor 5
Cari nilai dari jumlah Z ——L
k+1 2-k

3. Skor 5

Cari nilai dari jumlah i[(_l)m (2m )}

m
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10.

Skor 6

5
Cati nilai dari jumlah CO;(:”)
k=1

Skor 6

Tuliskan jumlah yang ditunjukkan dalam penulisan sigma dari

a, +a, +a, +ag +...+ay,,

Skor 8

Tuliskan jumlah yang ditunjukkan dalam penulisan sigma dari
SU)+ )+ Uy )+t f (k)

Skor 15

Tuliskan jumlah yang ditunjukkan dalam penulisan sigma dari 1
+0-1-2-3-4+...-40

Skor 15

Tuliskan jumlah yang ditunjukkan dalam penulisan sigma dari
2-2+42-2+2-2+42-2+2-2

Skor 15

20
Cari nilai dari Y [ +1)* —i*]

i=l1

Skor 20

n 3 2 _
Buktikan:2i4 _ n(n+1)(6n 3:; On” +n-1
i=l

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut

untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 3.
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Tingkat Penguasaan = Skor_Jawaban _Benar x100%

100
Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi

Baik Sekali ~ : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup : 70% s/d 79%
Kurang : < 70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke Bahan ajar 4. Namun jika penguasaan
Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi materi
kegiatan belajar 3, terutama pada bagian-bagian yang belum dikuasai.

F. Rujukan

E.J. Purcell dan Verberg (19806) (terjemah Drs. I Nyoman Susila,
M.Sc) Kalkulus, Jilid 1, Edisi ketujub, Jakarta: Interaksara.

Anton, H., 1995, Calculus with Analitic Geometry, John Wiley &
Son, New York.

Edwards, C.H. dan Penney, D.E., 1998, Calculus with Analitic
Geometry, Prentice Hall, Upper Saddle River.

G. Bacaan Yang Di Anjurkan

Besari Ismail, 2007. Matematika 1. Institut Teknologi Bandung.
Bandung: Ermico
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BAB III

INTEGRAL TENTU

A. Pendahuluan

Bahan ajar ini terdiri dari empat kegiatan belajar. Kegiatan belajar
1 tentang luas poligon-poligon dalam dan luar, kegiatan belajar 2
tentang jumlah Riemann, kegiatan belajar 3 tentang integral tentu
riemann dan kegiatan belajar 4 tentang Teorema Dasar Kalkulus.
Setiap kegiatan belajar memuat uraian, contoh, tugas dan latihan,
rangkuman dan tes formatif.

Dalam uraian materi integral tentu ini diuraikan tentang membuat
suatu perumusan umum dari taksiran luas suatu daerah yang dibatasi
oleh suatu lengkungan. Pada pembicaraan mengenai fungsi di
kalkulus differensial, kita telah menyinggung mengenai partisi selang.
Karena dalam mendefinisikan konsep integral tentu ini akan kita
pakai dan memegang peranan yang cukup penting.

Kompetensi umum. Dan kompetensi khusus.

Petunjuk Belajar

1. Bacalah uraian contoh dengan cermat dan berulang-ulang sehingga
Anda benar-benar memahami dan menguasai materi pembahasan.

2. Kerjakan tugas yang tersedia secara mandiri. Jika dalam kasus atau
tahapan tertentu Anda mengalami kesulitan menjawab, maka
mintalah bantuan tutor Anda atau orang lain yang lebih tahu.

3. Kerjakan tes formatif secara mandiri, dan periksalah tingkat
penguasaan Anda pada tes formatif. Ulangi pengerjaan tes formatif
sampai Anda benar-benar merasa mampu mengerjakan semua soal
dengan benar.
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Capaian Pembelajaran

e Kompetensi umum dalam mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu memahami konsep luas poligon-poligon
dalam dan luar, konsep jumlah Riemann, konsep integral tentu
riemann dan konsep teorema dasar kalkulus.

¢ Kompetensi khusus dalam mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu menjelaskan konsep luas poligon-poligon
dalam dan luar, konsep jumlah Riemann, konsep integral tentu
riemann dan konsep teorema dasar kalkulus.

Materi Pokok: luas poligon-poligon dalam dan luar, jumlah

Riemann, integral tentu riemann dan Teorema Dasar Kalkulus.

B. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 4)
Luas Menurut Poligon-poligon Dalam A(KR)

Pandang daerah R yang dibatasi oleh parabola y = fix) = x2,
sumbu x, dan garis tegak x = 2 (gambar A). Kemudian R sebagai
daerah di bawah kurva y = x? diantara x = 0 dan x = 2, sehingga
pada akhirnya kita menghitung luas A(KR). Selanjtnya partisi selang [0,
2] menjadi n selang bagian (gambar B), masing-masing dengan

panjang Ax =2,
Jadi, ol
|
x, =0 L
0 V=) =x” :
x,=1l.Ax=2 !
|
x,=2.Ax=2.2 R
2 . 2 : Z}
[
X, =3.Ax=3.2 I _
i : ) v =Jg) =x~
. . Gambar A
X, =iLAx=2]
x,, =(n-1)Ax=== L i
X, =n.Ax= n.(%):Z Gambar B
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Karena f(x)=x", maka

f(x0)=(x,)" =(0)

S =(x) = @) I
f(xz (xz) = ( ) I&I
f(x3)= (xz) = ( l) |_x

) = (x, ) = (o)

Pandang segi empat khas dengan alas [x,_;,x;] dan tinggi
f(x )= (xi )2 = (%)2 maka luasnya adalah f(x,_)Ax.

Sehingga Luas A(R,) dapat dihitung,

A(R,) = f(x)Ax+ f(x)Ax + f(x,)Ax + f(x;)Ax+...+ f(x,_)Ax

AR)= (0P 2+ (@) 2+(22) 2+ (32) 2 4.+ (u) 2

AR =[O + @ + @2 + (2 4.k () |2

AR =07 +(1F +@P +(B) + ..+ (=17 27 2)
(

+

+

. )2 2 2 . _1 2
AR =|(0) + (1) + @) +0F +...t (-1 [2)

—+

3

A(Rn):_(n_l)n 2n—1)}£

L 6 n
2 3n"+n |8
AR ) = —
(®,) i n’ }6
8 4 4
ARY=2-24 %
(R,) 3 n 3’

Kita simpulkan bahwa:
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8 4

A(R) =lim A(R,) = lim(———+
n—»00 n—»0 n

3

4 j_§
3n? 3

Luas Menurut Poligon--Poligon Luar A(S)

Untuk meyakinkan luas daerah di atas AR)= %, kita dapat

memberikan cara lain yaitu dengan pendekatan poligon luar.

Pandang daerah R yang dibatasi oleh parabol y = f{x) = x2, sumbu x,
dan garis tegak x = 2 (gambar C). Kemudian R sebagai daerah di
bawah kurva y = x? diantara x = 0 dan x = 2, sehingga pada akhirnya
kita menghitung luas A(S). selanjutnya partisi selang [0, 2] menjadi n

selang bagian (gambar D), masing-masing dengan panjang Ax = 2.

Jadi,
x =1l.Ax=2 v =) =x
x,=2.Ax=2.2
x,=3.Ax=3.2
X, =iAx =2
X2 xpXixy - X Xa
Gambar )
X, = (n—1).Ax ;

X, =n.Ax = n.(%):2

Karena f(x)=x", maka

R

Gambar C
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Kemudian pandang segi empat khas dengan alas [x,_, ,x;] dan tinggi
) =(x,) =(2) maka luasnya adalah f(x,)Ax .

Sehingga Luas A(S,) dapat dihitung,

A(S,) = f(x)Ax+ f(x,)Ax + f(x;)Ax +...+ f(x,)Ax

2

A(5,) = BF 2+ @2 362 2 r (22 + () 2
(6 + @2 +(2) ot (52 + (22 J
A8 =[07 +(F +6F +. +n—12+n2k%2.%>
)

A(S,) =

AS,) =[0F +@F + B+t (1 -1F +02|2)
A(Sn):_n(n+1)(2n+1)}%

| 6 n

B 3 2
A(S,) = MFZLLL

i n 6 3 n 3

Kita simpulkan bahwa:

8 4 4)_8
3

A(S) = lim A(S,) = lim w(g 4

Menentukan luas daerah pada polygon berhingga
Contoh 4.1:

Tentukan luas poligon dalam dari gambar berikut:

y=x+J7
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Penyelesaian:

e %=t 270 1
N 4 2
f(x)=x+1
Xo = = f(x,)=0+1=1

1

= 1 3

2 = f(x)=—+1==
f(x) 5 5

= f(x,)=1+1=2
_ - 1.3 3 5
x3—x0+3.Ax—0+3.(5j—5 :>f(x3)25+1=_

X, :x0+4.Ax=0+4.(%J:2

A(R,) = [ (xg)Ax + f(x)Ax + f(xy)Ax + f(x;)Ax
A(R,) = [f Ceg) + S (x) + 1 () + f(x3)]Ax

AR =[3+3+4+ 314 =4 =7

Contoh 4.2:
Tentukan luas poligon dalam dari gambar berikut:

]

w=x + 7

57



Penyelesaian:

Ax:xS—xOZZ—Ozl
8 8 4
f(x)=x+1
X, =0
1 1
x1=x0+l.Ax:O+1.4j—4 :f(xo):0+1:1
1 1 1 5
= = == = :—+1:_
X, =X, + 2.Ax 0+2.(4J 5 S (x) 2 A
1y 3 2 6
x3:x0+3.Ax:0+3.(4j=4 :>f(x2)22+1:Z
_ _ 1y 3 7
x4—xo+4.AX—0+4.(4J—l :f(x3)=Z+1=Z

Xy =Xy +5Ax=0+5]

= f(x,)=1+1=2

TN
N
~

- D
1]
Al Oy Blw

5
x6:x0+6-AX:0+6. :>f(-x5):z+1:

/TN
ENEEE

X, =X, +7TMx=0+7.

= flx)=3+1=

TN
N

X=X, +8.Ax=0+38,

~z ol MO

TN
ENEEE
~
Il
[\]

= f(r,) =2 +1=
4

A(Ry) = f(x)AXx + f(x))Ax + f(x,)Ax + f(x3)Ax + ...+ f(x;)Ax

AR =T+ +§+F+5+3+ 04 ili =@ =t

Contoh 4.3:

Tentukan luas poligon luar dari gambar berikut:

y=x-+1
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Penyelesaian:

%@ 220 1
- 42
f(x)=x+1
Xy =
X =X +1Ax=0+1(1j:l 1 3
L \2) 2 :f(xl):_-l-l:_
X 22

xz—x0+2.Ax=0+2.(5j:1 :>f(x2)21+1:2

N
|

N | W
~
—~
w>-<
p—a

|

|

+
—_

Il

N | —

N | —

x4=x0+4Ax=0+4.( J:z = f(x,)=2+1=
A(S,) = f(x)DAx + f(x,)Ax + f(x3)Ax + f(x,)Ax
A(S4) :[f(x1)+f(x2)+f(x3)+f(x4)]Ax

A(S) =[2+2+34+8]L=18=2

Contoh 4.4:

Cari daerah di bawah kurva y = flx) = x +2, sumbu x, pada selang [0,
1], kemudian dibagi menjadi n bagian selang yang sama. Hitung luas

polygon luarnya.
Penyelesaian:
Ax =bma 120 _ 1
x =l Ax=1
x, =2.Ax=2.1
x, =3 Ax=3.1
X, =iAx=1i
o = (n=1).Ax = 2
x, =n.Ax=n(L)=2
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Karena f(x)=x+2, maka

) =(x)+2=(£)+2

f@x)=(x,)+2=(nt)+2

Kemudian pandang segi empat khas dengan alas [x,_, ,x,] dan tinggi
£(x) = (x,)+2 = (£)+ 2 maka luasnya adalah f(x,)Ax.

Sehingga Luas Poligon luar atau A(S,) dapat dihitung,

A(S,) = f(x)Ax+ F(x,)Ax + f(3;)Ax +...+ f(x,)Ax

AS,) =)+ 215 +[(25)+ 214 + o+ [(n )+ 214

A4S,y = (2] + (2222 )] + .+ [(22)]) %

AS) =[1)+ @)+ @)+...+ (n—1)+n]J=22]

A(S,,):[1+2+3+...+(n—1)+n](1j%)

A(S,) = [n(n; 1)}[1 ;2n} _ [n; n}[l ;2,1}

2 2 2
A(Sn):{n +2nn42r4n }Z[Snzn;rn}zszl

Kita simpulkan bahwa:

A(S):ﬁInA(Sn):lﬁn(§+Lj:§+o=§

n—0
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Contoh 4.5:

Cari daerah di bawah kurva y = f{x) f(x)=x+2 sumbu x, pada
selang [0, 1], kemudian dibagi menjadi n bagian selang yang sama.
Hitung luas polygon dalamnya.

Penyelesaian:
Ax =b=a =120 _ 1
x,=0
x, =1.Ax=-
x, =2.Ax=2.1
x, =3.Ax=3.1
X, =iAx=1i
L =(n-DAx =20

Karena f(x)=x+2, maka

f(x)=(x,)+2=0+2
S(x) _(x1)+2_(l)+2
f(x,) (xz) ( )+2
S(x3) (x3) ( )+2

) =(x)+2=(4)+2

S =, )+ 2=(n-1]3)+2
Kemudian pandang segi empat khas dengan alas [x,_,x;] dan tinggi
f(x)= (xl. )+ 2= (ﬁ)%— 2 maka luasnya adalah f(x;)Ax.

Sehingga Luas Poligon dalam atau A(R,) dapat dihitung,
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A(R,) = f(x)Ax + f(x)Ax + f(6,)AX+ fx)Ax + .o+ f(x, )AX
AR =01(0-1)+ 212 +[(1- L)+ 2]L +...+[([n — 111 )+ 2]+

A@»=B+£J

Kita simpulkan bahwa:

A(R) = lim A(R,) = %(}#]zg

Contoh 4.6:

Tentukan luas poligon dalam dari gambar berikut:

Penyelesaian:

X 20 _
4 4

fx)=1x"+1

X =0 :>f(x0)=%(0)2+1=1

X =xy+1.Ax = 0+1( :f(xl):%(%)Z +1=
= f() =51 +1=3

= f(x,)= ()H—%

Ax =

N | =

l\)\»—‘
;/
N\—
oo | \©

~—
I
—_

X, =Xy +2.Ac=0+2,

TN
N | —

X, =X, +3.Ax = 0+3,

l\)\»—‘
N7
I
N | W

X, =x,+4.Ax = 0+4(

l\)\»—‘
N
||
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A(R,) = f(x)Ax + f(x))Ax + f(x,)Ax + f(x;)Ax
AR =[S (x)+ f(x) + f(x)+ f(x;)]Ax

AR)=[3+5+%+F11=%

Contoh 4.7:

Tentukan luas poligon luar dari gambar berikut:

-

Penyelesaian:
o fh 270 1
4 4 2
f(x)=1x"+1
X, =
1 1 9
x1:x0+1.Ax:0+1,(2J:2 :>f(x1)=%(%)2+1=§
1
xz—x0+2Ax=0+2.(2j=1 :>f(x2):%(1)2+1=%
1 3
- - -l=2 1
oA 0 2] 2 :>f(x3)=%(%)2+1=§7
1
x4—xo+4Ax=0+4.(2]=2 :>f(x4):%(2)2+1:3

A(S,) = f(x)Ax + f () Ax + f(3;)Ax + f(x, ) Ax

AS)=[3++ 342 =3
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Contoh 4.8:

Tentukan luas poligon luar dari gambar berikut:

Penyelesaian:

1 1
X =x,+1.Ax=0+1, j: :f(x'):%+1:

= ()= +1-

IS NG (Yo NN

= () =5 +1-
= f(x,)=1+1=2

= f(r) =2 +1=

= () =5 +1=

I
Al Ny AW

£|= Nlw ko

= ()= +1=
= f(x,)=2+1=3

A(Sg) :f(xl)Ax+f(x2)Ax+f(x3)Ax+---+f(xs)Ax

—_TI5 6 7 8 9 10 11 1271 — 68 __ 17
AGSy) =[3+4+5+4+3+o+5+5li=6=7
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Contoh 4.9:

Grafik fungsi f(x)=x+1 yang diberikan pada selang [-1,2] kemudian

dibagi menjadi 3 bagian selang yang sama. Hitung luas polygon
dalamnya.

Penyelesaian:

xn-x, 2-(-1)
33
f(x)=x+1

x, =-1 = f(x,)=-1+1=0

y=x+lAc=-1+1(1)=0 = f(x,)=0+1=1
n=x+2A0=-1+2(1)=1 = f(x,)=1+1=2
3—x0+3.Ax——1+3.(1) = f(x,)=2+1=3
A(R,) = f(xo)Ax + f(x)Ax + f(x,)Ax
AR =[f(x)+ f(x)+ f(x,)]Ax A(R)=[0+1+2+3]l=6

Ax =

Contoh 4.10:

Grafik fungsi f(x)=3x-1 vyang diberikan pada selang [1,3]
kemudian dibagi menjadi 4 bagian selang yang sama. Hitung luas
polygon luarnya.

Penyelesaian:

ApzYa=X _2-0_1
4 4 2

S(x)=3x-1

x, =1

x1:x0+1.Ax:1+1[

)23 = fx)=30)-1-
J=2 = £ =30)-1=5
)- wzﬂ%)%)l—%

)2 = 1) =30)-1=8

N\»—*
[NSNIEN|

X, =Xy +2.M =142

TN
| =

X; =X, +3.Ax =143,

l\)\'—‘

3

l\J\»—‘

_x0+4Ax_1+4(
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ACS,) = fO)AY+ f(0)Ax+ £ (x)Ax + £ (x,)Ax
AS)=[F+0+2+8]11=%

C. Tugas Kegiatan Belajar 4.

Untuk memperluas wawasan Anda tentang poligon dalam dan luar,
carilah dan bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat materi

yang relevan lainnya.

Dalam Soal 1 — 4, tentukan luas poligon dalam dan poligon luar yang
ditunjukkan oleh:

1) by e p— 2) } r=x+1
W 1
4 8 =
3 4 ;
1
3) y _]r——xz-l-l Hoy y—lxz+l
2 2
3 x
2 4 X

Pada soal-soal 5 — 8, sketsa grafik fungsi yang diberikan pada selang
[a, b], kemudian bagi [a, b] menjadi n selang bagian yang sama, dan
akhirnya hitung poligon dalam yang berpadanan:

5. fx) =2x+3;a=-1,b=2, n=3
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6. f)=3x-2a=1b=3 n=4
7. fx)=x2+2;a=0,b=2, n=06
8. fx) =x*+1;a=-1 ,b=1,n=8

Pada soal 9 — 10, tentukan luas daerah di bawah kurva y = f(x) pada
selang [a, b]. untuk melakukan ini, bagi selang [a, b] menjadi n selang
bagian yang sama, kemudian hitung luas poligon luar yang
berpadanan.

9. y=x-3;a=0,b=2
10.y=x2-3;2a=0,b=2

D. Rangkuman Kegiatan 4

Berdasarkan paparan Kegitan Belajar 4 ini maka garis besar
bahan yang dibahas adalah tentang :
Luas menurut polygon dalam A(R,) dapat dihitung dengan

A(R,) = [ (x)Ax+ f (6 JAX + f (3 )AX + f (3 )Ax +...+ f (x, ) Ax
Luas menurut polygon luar A(S,) dapat dihitung

A(S,) = fOe)Ax + f(x)Ax + f () Ax ...+ f(x, )Ax

E. Penilaian/Tes Formatif 4

Pada soal-soal 1 — 4, sketsa grafik fungsi yang diberikan pada selang
[a, b], kemudian bagi [a, b] menjadi n selang bagian yang sama, dan
akhirnya hitung poligon dalam yang berpadanan:

1. Skor 10
fx)=x+2;a=1,b=4, n=4
2. Skor 10
fx) =2—-x;a=1b=4, n=4
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Skor 10
fx)=x2+2a=-1,b=1, n=06
Skor 10
fx)=2-x3 a=-1,b=1,n=6

Pada soal-soal 5 — 8, sketsa grafik fungsi yang diberikan pada selang

[a, b], kemudian bagi [a, b] menjadi n selang bagian yang sama, dan

akhirnya hitung polygon luar yang berpadanan:

5.

10.

Skor 10
fx)=x+2;a=1,b=4, n=4

Skor 10
fx)=2-x;a=1,b=4, n=4
Skor 10
fx)=x2+2,a=-1,b=1, n=6
Skor 10

fx)=2-x% a=-1,b=1,n=6

Tentukan luas daerah di bawah kurva y = f(x) pada selang [a, b].
untuk melakukan ini, bagi selang [a, b] menjadi n selang bagian
yang sama, kemudian hitung luas poligon luar yang berpadanan
dariy= x> +x;a=0,b=2

Tentukan luas daerah di bawah kurva y = f(x) pada selang |[a, b].
untuk melakukan ini, bagi selang [a, b] menjadi n selang bagian
yang sama, kemudian hitung luas poligon luar yang berpadanan
dariy= x>—x;2a=0,b =2

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut

untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 4
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Tingkat Penguasaan = Skor_Jawaban _Benar x100%

100

Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi
Baik Sekali  : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup : 70% s/d 79%
Kurang : < 70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke kegiatan belajar 5. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
materi kegiatan belajar 4, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai.

F. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 5)
Jumlah Reimann (R;)

Pandang sebuah fungsi /* yang didefinisikan pada selang tertutup
[a, b]. Pandang suatu partisi P dari selang [a, b] menjadi n selang
(tidak perlu sama panjang) menggunakan titik-titik a =
Xo <X <X, <X;..<X,,; <X, = b dan andaikan Ax; =X, —X,; pada
tiap selang bagian [X,_; , X;], ambil sebuah titik sebarang x; (yang

mungkin saja sebuah titik ujung); kita sebut sebagai #7ik sampel untuk
selang bagian ke-7 berikut diberikan ilustrasi (Gambar A) berikut:

o

Ax, Ax, Ax Ax,
|
T T I I
3 e X a=i T X 2
X X, X
- Gambar &4 '

1 1 1 1 /_)\_\:
:'rtf_x'.__Tx':T
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Untuk setiap subselang, hitunglah f (x_i).Axl., kemudian jumlahkan

semua hasil kali £ (x,).Ax, mulai dari /= 1 sampai / = n. jumlah
itulah yang kita sebut dengan Jumlah Riemann dapat kita tulis
dengan:

R, =Y f(3).A,

untuk f yang bersesuaian dengan partisi P tafsiran secara geometris
Jumlah riemann untuk suatu partisi P dapat diilustrasikan sebagai
berikut (untuk n = 7)

7

4 H=45) ++(=4) + 4,

A E —. 1|72 Xy Xy / A

X on &‘t A Al x7 ®0®

Dengan demikian secara geometris jumlah Riemann dapat ditafsirkan
sebagai jumlah aljabar dari luas-luas. Dalam hal ini fungsi f
bernilai 7on-negative pada selang [a, b], maka jumlah Riemann dapat
diartikan sebagi jumlah luas-luas.

Contoh 5.1:

Hitunglah Jumlah Riemann dari gambar berikut:

131
P e S
154+ fAx) =x-3x"+ 2x + &

121
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Penyelesaian:

Fungsi f dengan persamaan fix) = x3 —5x> + 2x+8 = (x + 1) (x-—
2)(x — 4) pada selang [0, 5] dengan titik partisi 0 < 1,1 <2<32 <
4 < 5, dengan titik sampel  yang  berpadan

X, =05 ;x,=15;x=25; x,=3,6 ;x, =5 schingga
5 _

R, =) f(x).Ax,
i=1

Rp = £ (x).A%, + £ (). A%, + £ (). A%, + f (x,). A, + f (x5). Ax,
= £0,5(1,1-0)+f (1,52 -1,1) + f(2,5)(3,2 - 2) +
f3.6)4-32)+f(5)(5—4)
= (7,875)(1,1) + (3,125)(0,9) + (—2,625)(1,2) + (=2,944) (0,8) +
(18)(1)
= 23,9698

Berdasarkan kedua contoh di atas terdapat |P|, dibaca “norma P’

, menyatakan selang bagian terpanjang dari partisi P. Misalnya Contoh
1, P| = 0,5; dalam Contoh 11, P| =1.2.

Contoh 5.2:

5 —
Hitunglah Jumlah Riemann R, = Z S (x;).Ax; dari untuk data fix) =

i=1
x — 1, P = 3 < 375 < 425 < 55 < 6 < 7,

X, =3 :x,=4;x,=475; x,=6 ;x, =65
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Penyelesaian:

Jumlah Riemann
R, =2 f(x).A
R, =(3,75-3)(3) +(4,25-3,75)(4)
+(5,5-4,25)(4,75) + (6 = 5,5)(6) + (7 — 6)(6,5)
R, =(0,75)(3) +(0,5)(4) + (1,25)(4,75) + (0,5)(6) + (1)(6,5)
R,=225+2+59375+3+6,5=15,6875
Contoh 5.3:

5 _
R, = Zf(xi)-Axi dari untuk data

Hitunglah Jumlah Riemann
i=1

x
f(x)=—5+3 P = 3 < 13 <0 < 09 < 2

X, =2 ;x,=-05;x=0; x,=2

Penyelesaian:

Jumlah Riemann
4 —

R, =Y f(x).Ar,
i=1

R, =(1L77)(#) +(3,25)(13) + (09)(3) + (L1)(2) =15925

Contoh 5.4:
Hitung jumlah Riemaan f (x_l)Ax, untuk data yang diberikan

f(x)=2x+1; P:0<0,5<1<1,5<2<2,5<3;

X, :OJ_CZ :0559;—3 :19)_('_4 :195 9)_65 :29 )_Cf, :275
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Penyelesaian

f(x)=2x+1= f(x)=2x+1
£(0)=2(0)+1=1
£(0,5)=2(0,5)+1=2
f=21)+1=3
£(1,5=2(15+1=4
£(2)=2(2)+1=5
£(2,5)=2(2,5)+1=6

Ax, =Ax, —Ax, | = Ax, =x, — X,
Ax, =0,5-0=0,5
Ax,=1-0,5=0,5
Ax;=15-1=0,5
Ax,=2-15=0,5
Ax;=25-2=0,5
Ax,=3-2,5=0,5

Sehigga Jumlah Riemann adalah:
6 —
Rp = Zf(xi)‘Axi
i1

R, =(1)(0,5) +(2)(0,5) + (3)(0,5) + (4)(0,5) + (5)(0,5) + (6)(0.5)
R, =05)+(1)+(L3)+(2)+(2.5+()
R, =105

Contoh 5.5

Hitung jumlah Riemaan f(x,).Ax, untuk data yang diberikan

f(x)==2x"+3x-5;P:1<14<18<2,2<2,6<2,8<3;
x, =lx,=14,x,=18,x,=22,x.=2,6, x, =3
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Penyelesaian

f()=2x+1= f(X)=-2x +3x+5

f(x)=—4

f(x,)=-472

f(x;)=-6,08

f(x,)=-8,08

£ (x)=-10,72

f(xp)=-14

Ax, = Ax, — Ax, | = Ax, = x, — X,

Ax, = 0,5
Ax,=0,7
Ax, =0,
Ax, =0,2
Axg=0,3
Ax,=0,2

Sehigga Jumlah Riemann adalah:
R, =3/ (x).A
R, =(-4)(0,5) +(-4,72)(0,7) + (=6,08)(0,1) + (-8,08)(0,2)
+(~10,72)(0,3) + (-14)(0,2)
R, =(=2)+(-3,304) + (-0,608) + (-1,616) + (-3,216) + (-2,8)
R,=-13544
Contoh 5.6:

f()=1x"-2x+1; P:2<-1<0<1<2<3<4;
dan )_cladalah titik tengah subselang ke - i
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Penyelesaian:

Karena x ,adalah titik tengah subselang ke - i
x, =—15;x,=-0,5,x,=0,5;
x,=15,x,=25 x,=35
f@)=1x —2x+1= f()=1x —2x+15
£ (x)=6875
£(x,)=50958
£ (x;)=4,041
f(x,)=3125
£ (x)=5,208
f(x)=312
Ax, =Ax, —Ax, | = Ax;, =x, — X,
Ax, =1
Ax, =1
Ax, =1
Ax, =1
Axs =1
Ax, =1

Sehigga Jumlah Riemann adalah:

6 —
R, =Y f(x).Ax,
i=l
R, =(6,875)(1) +(5,958)(1) + (4,04 )(1) + (3,125)(1)
+(5,208)(1) + (12,291)(1)

R, =6,875+5,958+4,041+3,125+5,208+12,291

R, =315
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Contoh 5.7:
Hitung jumlah Riemaan dari grafik yang ditunjuk

vk

4+

-
/ H y=-xitdx

'

3+ '

Penyelesaian:
f(x)=x>+4x; P:1<2,5<32<5;
x, =2x,=3,x,=45
Penyelesaian
fO)=2x+1= f(X)=x +4x
f(2)=2"+4(2)=12
f(3)=3%+4(3)=21
f(4,5)=(4,5) +4(4,5) =38,25
Ax,=Ax, —Ax, | = Ax, =X, — X,
Ax,=2,5-1=15
Ax,=35-25=1
Ax,;=5-35=15

Sehigga Jumlah Riemann adalah:
3 —
R, =) f(x).Ax,
i=1

R, =(12)(1,5) +(21)(1) + (3825)(L5)
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R, =18+21+57375
R, =96375

Contoh 5.8:

Hitunglah Jumlah Riemann untuk fungsi / dengan persamaan f{x) =
x?+ 1 pada selang [- 1, 2] mengguna kan titik-tittk pada partisi yang
berjarak sama —1 <-0,5 <0 < 0,5 <1 < 1,5 <2, dengan titik sampel

x_i berupa titik tengah selang bagian ke-/

i
] !

Penyelesaian:
6 —
R, =/ (x).Ar,
i=1
R, = f(-0,75). (0,5) + f (-0,25). (0,5) + £(0,25). (0,5) + f(0,75). (0,5)
+ 7(1,25).(0,5) + £(1,75).(0,5)
= [/(-0,75) + f (=0,25) + f(0,25) + f(0,75) + /(1,25) +
f1,75)].(0,5)
= 11,5625 + 1,0625 + 1,0625 + 1,5625 + 2,5625 + 4,0625] . (0,5)
=5,9375
Contoh 5.9:

Gunakan nilai-nilai a dan b yang diberikan dan nyatakan limit yang
diberikan sebagai sebuah integral tentu dari

lim Y (x:)* Ax,; a=1,b=3
=1

n—®
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Penyelesaian:

hme(x ). Ax, ,pada[a,b]zjxdx

n—»0

3
hmZ(x) m,,a=1,b=3@jx3dx

n—0

Contoh 5.10:

Gunakan nilai-nilai a dan b yang diberikan dan nyatakan limit yang
diberikan sebagai sebuah integral tentu dari

hmZ(x,H) Ax;; a=0,h=2

n—>o0

Penyelesaian:

" . b
1imZf(xi).Axi;pada[a,b]:J‘xdx
n—w L= /

n—®

2
hmZ(xl +1)* Ax,; a=0,b=2<:>'[(x+1)3
0

Contoh 5.11:

Gunakan nilai-nilai a dan b yang diberikan dan nyatakan limit yang
diberikan sebagai sebuah integral tentu dari

n xl2

lim Ax; a=-1,b=1
n—)oo = 1+xl
Penyelesaian:

n . b
lim Zf(xi).Axi;pada[a,b]zjxdx
n—»0 i1 "
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hmz .x:

n—o = 1+xl

13. hmZ(smx) Ax;; a=0,b=x

n—>®0

Penyelesaian:

lim Zf(x ).Ax;; padala,b] = J.xdx

n—»>0

hmZ(smx) Ax;; a=0,b= n@jsm xdx 6

n—»m
0

G. Tugas Kegiatan Belajar 5.

Untuk memperluas wawasan Anda tentang jumlah riemann, carilah
dan bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat materi yang

relevan lainnya.

Dalam soal nomor 1 dan 2, hitung jumlah Riemaan f (x_l)Axl untuk
data yang diberikan
L f()=1-x: P1=T<~6<-55<-425<-375<3;

X, = 65x— 6x—475x—4x=—3

M;P:—2<—O,9<O<l,3<3;

2. f(x)=—

x, =-2,x,=-05,x,=0,x, =2

3. f(X)=x"+2x+1; P:2<-1<0<1<2<3<4;
dan )_cladalah titik tengah subselang ke -7
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4. f(x)=142x—1x*; P:-4<-3<-2<-1<0<1<2;
dan x .adalah titik tengah subselang ke -

Untuk soal nomor 5 - 9 diberikan fungsi dalam selang [a, b] dan
dibagi menjadi empat subselang yang sama panjang dan titik sampel
ke-7 adalah titik tengah dari masing-masing subselang ke-/ Kemudian
tentukan Jumlah Reimannnya
5. f(x)=x+1;[0,4]

- S )=1=x;[-3,-1]

6

7. f(x)=2x-1;[18]
8. f(x)=4-2x;[-2,0]
9

- S ()=2-3x;[-3,0]
10. Hitung jumlah Riemaan yang ditunjuk oleh grafik yang berikut:

-~

]

(3 [F¥)
/

=
L
=
a1
a
by
-1
La ______'\ ba
3
r

=
wh
~
]
LFS)
LA
.
L
121

H. Rangkuman Kegiatan Belajar 5

Berdasarkan paparan Kegitan Belajar 5 ini maka garis besar bahan
yang dibahas tentang Jumlah Riemann dapat kita tulis dengan:

R, =/ (x).Ax,
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I. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 5

Untuk soal nomor 1 - 10 diberikan fungsi dalam selang [a, b] dan
dibagi menjadi empat subselang yang sama panjang dan titik sampel
ke-7 adalah titik tengah dari masing-masing subselang ke-/ Kemudian
tentukan Jumlah Reimannnya

1. f(x))=x-1;[-L1] ... (Skor10)

2. f(x)=1-x;[-4,0] ... (Skor10)

3. f(x)=2x-1;[0,8] ... (Skor10)
4. f(x)=1-2x;[-2,0] .. (Skor10)
5. f(x)=2—-1x;[-2,0] ... (Skor10)
6. f(x)=3x+1;[0,4] ... (Skor10)
7. f(x)=1-3x;[-3,0] ... (Skor10)
8. f(x)=21x-1;[2,2] ... (Skor10)
9. f(x)=1-1x;[-22] ... (Skor10)
10. f(x)=1-3x;[-2,0] ... (Skor10)

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 5

Tingkat Penguasaan = Skor_Jawaban _Benar x100%

100
Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi

Baik Sekali  : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup 2 70% s/d 79%
Kurang 2 <70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke Kegiatan Belajar 6. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
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materi kegiatan belajar 5, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai.

J. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 6)

Integral Tentu Riemann

Integral tentu adalah integral dengan batas-batas integrasi yang
telah ditentukan. Pada pembahasan sebelumnya, kita telah
mempelajari bahwa integral dapat diartikan sebagai limit jumlah, yaitu
jika f suatu fungsi yang dapat dicari antiturunannya pada suatu
interval dan F merupakan antiturunan dari /.

Pada Pembahasan ini dan selanjutnya partisi yang kita digunakan

adalah partisi seragam dan notasi Ax; dan x, mempunyai makna yang

sama dengan notasi pada bahasan Jumlah Riemann di atas yaitu
berturut-turut menotasikan panjang subselang ke-I dan titik sampel
subselang ke-i. Berikut ini adalah definisi integral tentu.

DEFINISI INTEGRAL TENTU SEBAGAI LIMIT JUMLAH
RIEMANN

Misalkan f adalah fungsi yang didefinisikan pada [a, b]. Jika
lim Zf (J_Ct ).AX; ada, maka kita katakana f terintegralkan pada [a, b).
-1

n—o0 %
i=

selanjutnya nilai limit itu kita sebut integral tentu (Integral Riemann)
b
dari / pada selang a ke b dan dinotasikan dengan I f(x)dx
b n _
Jadi dalam hal ini _[f(x) dx=1im > f(x:).Ax, -
) n—w =

Sebaliknya jika limit di atas tidak ada, kita katakana fungsi f
tak terintegralkan pada [a, b]
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b
Pada notasi J' f(x)dx, kita katakana a adalah batas bawah

penginteralan, b adalah batas atas pengintegralan dan f (x) adalah
integran (fungsi yang diambil integralnya).

b
Berdasarkan konstruksi definisi integral tentu di atas, notasi I f(x)dx

menyatakan secara implisit bahwa « < 4. Namun untuk selanjutnya
asumsi itu kita hilangkan dengan definisi berikut:

DEFINISI BEBERAPA INTEGRAL TENTU

j.f(x)dXZO dan jlf(x)dxz—j.f(x)dx

Contoh 6.1:

3
Hitung j (x+3)dx

-2
Penyelesaian:

Partisikan selang [ —2, 3] menjadi n selang bagian yang sama, masing-

masing dengan panjang Ax=2 .  Dalam tiap selang [x,,X;]

n

gunakan x; = x, sebagai titik sampel, maka:

X, =-2

¥ ==2+1.Ax=-2+12
X, =2+2.Ax=-2+22
X, =—2+3.Ax=-2+3.2

xi:—2+i.AX:—2+i.% |

X, ==2+nAx=-2+n2=3
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Jadi f(x;)=x,+3= (—2+i.§)+3 =1+3i

Sehingga Zn:f(;,)m, :Zn:f(xl.).Ax

i=1

n i=1 n i=1

5 25 +1
:—(n)+—2[M}:5+2+§

n n 2 2 2n

[Gx+3)yde=1lim > £ (x).Ax,

25 25

=lm|5+—+—

n—»0 2 2n
:5+£+0 = 33
2 2

Contoh 6.2:
3

Hitung [ (2x* —8)dx
-1

Penyelesaian:
Partisikan selang [-1, 3] menjadi n selang bagian yang sama, masing-
masing dengan panjang Ax=2% Dalam tiap selang [X,,,X;] gunakan

Xi =X, sebagai titik sampel, maka:
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}-‘=x"-8?

x0=—1 10
=—1+lL.Ax=-1+1.2 T
x, =—1+2.Ax=-1+2.4 °T

X, =—1+3.Ax=-1+3.4

x,=—l+iAx=-4+i2

x,=—l+nAx=-1+n2=3

Jadi f(x,)=2x"-8=2(-1+i2) —8=—6-18;+2;

n

Sehinggazn:f(x_i)-mi = zn:f(x,)Ax

i=1
“Ye-sivzp]t
i1 n
_ - _ 24 _ 64 _.2
_Z[ 26y ]
EDNIREI YIS

i=1 n i=1

:__() 64[n(n+1)} %[n(n+l)(2n+l)}

2 n’ 6

14— 32_2 128+256+128

n 3 2n  6n’

j(zx2 —8)dx = %Zf(x_[).mi

=lim

n—®0

124-32-224 220420

32 128 256+ﬁ
n 3 2n 6n’
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=124-32- 0+%? +0+0 :—%?

Contoh 6.3:

Gunakan integral tentu Riemann untuk menghitung mentukan nilai

dari masing-masing integral J. (B3—x)dx
-2

Penyelesaian:
Partisikan selang [ -2, 3] menjadi n selang bagian yang sama, masing-
masing dengan panjang Ax=2 . Dalam tiap selang [X,,X,]

gunakan Xi = x, sebagai titik sampel, maka:

X, =2

X, =2+1LAx=-2+12

X, =2+2.Ax=-2+22
=-2+3.Ax=-2+32

X, =2+iAx=-2+i2

X, =2+nAx=-2+n2=3

Jadi f(xi):3—xl.:3—(—2+i.§):5_%,‘

Sehingga ./ (1)-Ax, = Y £ (1) Ar
=Z[ —-l]

n {25 25.}
= —-I——21
= Ln n
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25 < [1] 25} Z’

i=1

:_() 25{n(n+l)}

2

[@=xdx=1lim > f(x).Ax,

:hm{ZS 5 25}

n—o0 2n

= 25+§+0 = 75
2 2

Contoh 6.4:

Gunakan integral tentu Riemann untuk menghitung mentukan nilai

dari masing-masing integral J (x+3)dx
0

Penyelesaian:

Partisikan selang [ 0, 1] menjadi n selang bagian yang sama, masing-

masing dengan panjang Ax=1. Dalam tiap selang [X,_,X;] gunakan

Xi= x, sebagai titik sampel, maka:

0 =0

¥ =0+1.Ax=0+1.1=
X, :0+2.Ax=0+2.;:
x;=0+3.Ax=0+3.1=

2
n

3
n

X, =0+iAx=0+it=1<
n n
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x,=0+nAx=0+n-=1

Jadi f(x;)=x,43=(i.1)+3=1+1i

Sehingga Zn:f(;l)Axl :Zn:f(xi)-m

i=1

< 1
— 1=
_;[l+nl]n

b
:%Z[mn%gi

1 n(n+1) 1 1
= () { ) }—1+§+E

[x+3)dx=1im " £ (x,).Ax,

Contoh 6.5:

Gunakan integral tentu Riemann untuk menghitung mentukan nilai
3

dari masing-masing integral Isz dx
-1

88



Penyelesaian:
Partisikan selang [-1, 3] menjadi n selang bagian yang sama, masing-
masing dengan panjang Ax=2 Dalam tiap selang [X,,,x;] gunakan

xi = X, sebagai titik sampel, maka:

x, =-1

X ==-1+1L.Ax=-1+1.2

X, =—14+2.Ax=-1+2.2
=-1+3.Ax=-1+3.2

=-1+iAx=-4+i2

=-l+nAx=-1+n=3

Jadi f(x)=2x2 =2(-1+04) =2(1-£i+182)=2 284 2

Sehinggazn:f(x_i)-mi = Zn:f(x,')-Ax

i=1
:i[z—%#%f]ﬂ
i=1 " n
Skt
B b 128
_n;[l] n2;l+n3 i

i=1

n’ 6

__( " [n(n; l)}+ 128[n(n+1)(2n+1)}

_g_3p_ 32,128 256 128

n 3 2n  6n’
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3

J@x* -8)dr=1lm Y f(x).Ax

-1

= lim

n—>®0

8-32——+—+

n 3 56112

{ 32 128 256 g}

= 8—32—0+%+0+0 =—§

Contoh 6.6:

Gunakan integral tentu Riemann untuk menghitung mentukan nilai

3
dari masing-masing integral J- (2-2x%)dx
-1
Penyelesaian:
Partisikan selang [-1, 3] menjadi n selang bagian yang sama, masing-
masing dengan panjang Ax==. Dalam tiap selang [X,,X;] gunakan
Xi= x, sebagai titik sampel, maka:
x,=-1
¥, =—1+1L.Ax=-1+1.2
X, =—1+2.Ax=-1+2.4
X, =—1+3.Ax=-1+3.2

X, =—l+iAx=-4+i2

x,=—1l+nAx=-1+n=3

Jadi f(x)=2-2x"=2-2(-1+i4) =—16;42;°

Sehinggaif(;i)-mi = Zn:f(xi).Ax

i=l
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i=1 n
-3 [—ﬂi+@i2]
pary n n
4. 128,
== l-|-—3 l
n - nia
__64in(n+]) +% n(n+1)(2n+1)
) n’ 6

32 128 256 128
=-32-——+—+—++
n 3 2n  6n’

J.(2—2x2)dx:1ir10102f(;i).Axi

=lim

n—>0

-32-—+—+

32 128 256 128
n 3 2n  6n’

= —32—0+%+0+0 = _32
3 3

K. Tugas Kegiatan Belajar 6

Untuk memperluas wawasan Anda tentang integral riemaan,
carilah dan bacalah sumber-sumber pustaka yang relevan lainnya.

Dalam soal nomor 1 — 10, gunakan Integral Tentu Riemann
untuk menghitung integral tentu yang diberikan.

1. j-3dx
0

2. ‘?(2)5 —5)dx
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3. j(Z—x)dx

2

4. I(2x2)dx
-1
1

5. [@x” +1)dx
-1
2

0. I(1—2x2)dx
0
2

7. j(3x2 —2x+3) dx
-1

8. j(xz +2x—1)dx

-1

1
9. [B-2x—x")dx
-1

10. j.x3 dx
0

L. Rangkuman Kegiatan Belajar 6

Berdasarkan paparan Kegitan Belajar 6 ini maka garis besar
bahan yang dibahas tentang Definisi Integral Riemann yaitu

Andaikan f terdefinisi pada [a, b] dan liin Zf ()_Cz)Ax, ada, maka
n—®0 i-1
Integral Tentu Riemann dinotasikan dengan

[f@ar=1imy rGnax,

M. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 6

Dalam soal nomor 1 — 10, gunakan Integral Tentu Riemann
untuk menghitung integral tentu yang diberikan.
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1) j.(l—x)dx

2 [2e-1ds

3) i(gx—l)dx

4) j@—zx)dx
2

5) j(2x2 +2)dx

6) j(z—zxz)dx
J%(1—2x2)dx
7) 0
2
8) j(x2—2x+1)dx

-1

1
9 J.(2x3 + x)dx
-1
1
10) I (1-x*)dx (skor untuk masing-masing soal adalah 10)
-1

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 6

Tingkat Penguasaan = Skor_Jawaban _Benar x100%

100

Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi
Baik Sekali  : 90% s/d 100%
Baik : 80% s/d 89%
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Cukup 0 70% s/d 79%
Kurang 2 < 70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke Kegiatan Belajar 7. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
materi kegiatan belajar 6, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai.

N. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 7)

Teorema Dasar Kalkulus

Kita telah mempelajari integral tak-tentu dan integral tentu.
Menghitung integral tentu dengan menggunakan definisi memerlukan
waktu yang relatif lama dan sering cukup rumit untuk banyak fungsi.
Kesulitan yang dialami lebih banyak dalam menentukan jumlah suatu
deret dalam n.

Isaac Newton dan Gottfried Leibniz secara bersamaan di
tempat yang berbeda keduanya menemkan kaitan antara integral
tentu. Dengan demikian pentingnya penemuan tersebut sehingga
teorema itu disebut “7Teorema Dasar Kalkulus”. Dengan teorema
dasar kalkulus kita dapat menghitung integral tentu, tidak dihitung
melalui jumlah Riemannya, tetapi dihitung dengan menentukan
terlebih dahulu integral tak-tentunya dan kita telah mempelajarinya
pada bab sebelumnya.

Sebelumnya Anda telah jumpai beberpa teorema dasar dalam
beberapa cabang matematika. Teorema Dasar Aritmatika mengatakan
bahwa suatu bilangan bulat difaktorkan atas bilangan—bilangan prima
secara tunggal. Teorema Dasar Aljabar mengatakan bahwa suatu
polinom berderajat n tepat mempunyai n akar, termasuk yang
berulang. Teorema apapun yang bernama Teorema Dasar harus dikaji
secara seksama dan kemudian secara permanen disimpan dalam

ingatan kita.
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TEOREMA DASAR KALKULUS

Misalkan fungsi / kontinu pada [a, b] dan misalkan fsebarang anti
turunan dari f, maka:

[/@dx=F®)-Fa)

Bukti:
Misalkan P:a = X, <X, <X, <X;...<X,_; <X, =b adalah partisi
sebarang dari [a, b]. maka
Fib)- Fla) = F(x,)~ F(x,
=F(x,)-F(x,_ )+ F(x,_)-Fx_)+Fx,_,) = Fx_) ...+ F(x) - F(x)+ F(x,) - F(x,)

n

=Y [F(x)-Flx)]

i=1
Dengan menerapkan teorema nilai rata-rata untuk turunan pada F

disetiap subsclang [x,._l,x,.], kita memperoleh ™ elriix ]sehingga

F(x)-F(x_)= F'(;Ci)('xi —X)= f()_ct)sz

Sehingga diperoleh F(b)-F(a)= ; S (xi)Ax,

Jika kedua ruas kita ambil limitnya , kita peroleh:

lim [F(5) - F()]=lim ¥ /(x)Ax,
F(b)-F(a)=1m Y f(x)Ax
F(b)— F(a) = j F(x)dx

[Feol, = [ rydx
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Contoh 7.1:

b
Tunjukkan bahwa: J.k dx=k(b—a)

Penyelesaian:

F(x) = &x adalah suatu anti turunan f (x) = £, sehingga menurut
Teorema Dasar Kalkulus

[k dx = F(b)~ F(a) = kb—ka = k(b - a)

Contoh 7.2:

2 2
b —a

b
Tunjukkan bahwa: I X dx=
Penyelesaian:
2
F(x)= % adalah suatu anti turunan f(x) = x, oleh karena itu

b 2 2 2_ 2
[xav=rFp)-F@=2 -2 -2 ¢

2 2 2
Contoh 7.3:
b r+l o+l
Ix” dx= b—clz
Tunjukkan bahwa: ¢ r
Penyelesaian:
r+l
F(x) = Y adalah suatu anti turunan f(x) = x, sehingga menurut

r+1
Teorema Dasar Kalkulus

br+1 ar+l br+1 _ ar+1

r+1_r+1_ r+1

ixr dx=F(b)—F(a) =
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TEOREMA KELINIERAN INTEGRAL TENTU

Andaikan bahwa f dan g terintegralkan pada [a, b] dan bahwa £
konstanta. Maka 4f dan f + gadalah terintegralkan dan:

i ikf(x) dxzkif(x) dx

ii, j[ 1 (x)+ g(x)]dx = i f(x) dx+ [j g(x) dx ; dan akibatnya
ii. [[f(x)—g]dx = [ £(x) dx—[ g(x) dx
Bukti

Pembuktian dari teorema di atas tergantung pada kelinieran Z

dan sifat-sifat limit. Kita akan langsung membuktikan sifat (ii)
berikut:

Q C— >

[/ () + g(@)]dx = lim Z‘[f () +gG)) Ax,
_ liir;i:[f(x_,-)m,. + 2(x)Ax, |
_ hE.‘OZ 7Gx [+ mg[g(x_i) Ax,]
_ f £(x) dx + j g(x) dx

Bukti (i) dan (iii) diserahkan kepada pembaca untuk mencobanya.

Contoh 7.4:

5

.[2x dx
Tentukan nilai dari: ©
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Penyelesaian

5 5 2 5 S
jmnazzﬁmﬁzzﬂz} ~[*] =52-0> =25
0 0

0
Contoh 7.5:

5
x? dx
Tentukan nilai dari: 2
; 5702 57-2° 125-8 117 _

Penyelesaian Ixz dx = =
5 2+1 3 3 3

Contoh 7.6:

JZ.(4x - 6x2)dx

Tentukan nilai dari: -1

Penyelesaian

‘j-(4x— 6x> )dx = j.4x dx — j.6x2 dx
e
2 3
= 4[Ej—6(2j =6-18=-12
2 3

T

J.3 sin x dx
Tentukan nilai dart: ©

Contoh 7.7:

Penyelesaian

j3sinx dx =3j sin x dx = =3[cos x|} =—=3[-1-(1)]=3+3=6
0 0
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Contoh 7.8:

1
.[[xz + (x2 + 1)4 dx
Tentukan nilai dari ©
Penyelesaian
1 " 1 1 4
J.[xz +(x2 +1) ldx :Ixzdx+ I(xz +1) dx
0 0 0
Integral yang pertama mudah dikerjakan secara langsung. Untuk
menangani integral yang kedua, kita andaikan t = x? + 1, sehingga dt
= 2x dx

J‘(x2 +1)4 dx = %J'(xz +1)4 2x.dx =
%J.t4dt=%§+C=(le—Bl)5+C

Oleh karena itu,
3 1
! X
J. x +1) d. ::|:?:| +
0 0

1 0),(32-1)_103
3 10 ) 10

Contoh 7.9:

xZdx +

o'—.~

j-\/xz +x (2x +1)dx

Tentukan nilai dari©
Penyelesaian

Untuk menangani integral ini, kita andaikan u = x? + x, sehingga du
= (2x+1) dx
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Sehingga J.\/ x2+x (Zx + l)dx =

I‘/; du :j“% du =%u%+C:§(x2+x)%+C

Oleh karena itu

4
[Va? +x(2x+1)dx =
0

2(x* +x) +C]:=

heo vcl-her - 2@?

~ 59,63

Contoh 7.10:

ENEY

sin’® 2x. cos 2xdx
Tentukan nilai dari ©

Penyelesaian

Untuk menangani integral ini, kita andaikan v = sin 2x, sehingga dv =
2 cos 2x dx

Sehingga

Jsin3 2x.cos 2xdx =

4

_j sin Zx) (2cos2x :_Iv dv_27+czsm42x

8

+C

Oleh karena itu menurut Teorema Dasar Kalkulus,

z

4

_[sin3 2x.cos 2xdx=
0

in 4 g in%2(z= . 4
sin 2x+C :SIH—(4)+C_sm 2(0)+C :l_ozl
8 8 8 8 8

0
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Contoh 7.11:

1
Tentukan nilai dari: .[ (2x—1) dx
0

Penyelesaian:

1
j(2x—1) dx=2jx dx—j dx=2{£} ]t
0 0 0 2 0

“[ ] -[x) =[r? -0 Ji-0]=2

Contoh 7.12:

5

Tentukan nilai dari: Ixz dx
2

Penyelesaian:
1 1=(-1) 1=(-1) 2 2

1 - (-1 1" —(-1 -
ot e DY o) 1ot 0
i 1-(1) 2 22
Contoh 7.13:

Tentukan nilai dari: Jz. (x -3x° ) dx

0

Penyelesian:

E(X_X3 o = jx dX—j.x3 dx =(22 —2(0)2 J_[T‘ —4(0)4J

(=]
o

Contoh 7.14:

Tentukan nilai dari: j 2sin xcos x dx
0
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Penyelesaian

_[251'11 xcosxdxzj sin 2x dx=—%[cos2x]g
0 0

1 1 1
=——[cos2z—cos0]=——[1-1]=——[0]=0
2[ ] 2[ ] 2[]

Contoh 7.15:

1
Hitung Integral berikut: J.[COS Qx—1)+ (2x +1) 1dx
0

1 1 1
[leos (2x = 1) + (2x +1)" Jdx = [ cos 2x — ) dix + [ (2x +1)" dx
0 0 0
Integral fungsi pertama:
Andaikan u = 2x — 1, sehingga du = 2 dx maka 2 du = dx
1 1 . sin (2x —1)
J.C()s(zx—l)dx = EJ.COS”dt —Esmu + C_T +C

Oleh karena itu,

jcos(Zx—l)dxz{W+ C}

0

1

0
_sin(2+1) sin (0—-1) sin3+sinl
2 2 2
Untuk menangani fungsi integral yang kedua,
Andaikan v = 2x + 1, sehingga dv = 2 dx maka "2 dv = dx
1v* _(2x+D)f

[@x+1)d _—jv dv=_=-+C=

+C

Oleh karena itu,

I(QX+1)3dx:|:M+C} :(2+1)4_(0+l)4 :1_5
0 8 o 8 8 8

Sehingga:
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_sin3+sin1+15_4sin3+4sin1+15

[cos (2x — 1) + (2x + 1)’ Jdx : 2 <

o —

Contoh 7.16:

Cari Integral berikut: j2 sin? 2x. cos 2xdx

Penyelesaian

Untuk menangani integral ini, kita jabarkan

Sehingga

I2sinz 2x. cos 2xdx:-[2(sin 2x). cos 2x.(sin 2x)dx
:J.[2 sin 2x. cos 2x].(sin 2x)dx = J.sin 4x.sin 2xdx

. . 1
=Ism 4x.sin 2xdx=—5-[[cos (4x +2x)—cos(4x — 2x)]dx

1 1 . 1.
=—ljcos 6x dx—l——jcos 2x dx =——sin 6x+——sin 2x +c¢
2 2 12 4

Contoh 7.17:

4
Hitung Integral berikut: I Nt -1 (1-2t)dt
0

Penyelesaian

Untuk menangani integral ini, kita andaikan u = 7 - # , sehingga du

=(1-20 dt
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Sehingga J.\/l‘—t2 (I—Zt)dx:

I‘/; du :j“% du =%u%+C:§(x2+x)%+C

Oleh karena itu

j\/t —t* (1-2¢t)dt =

%(x2 +x)? +C]2

-[gmhc]%@

o0y

O. Tugas Kegiatan Belajar 7

Dalam soal nomor 1 — 5, gunakan teorema dasar kalkulus untuk
menghitung integral tentu yang diberikan.

2
1. J.xS dx
0

2

2. j(esx2 —2x+3) dx
-1
_2 1

3. J.[x2 +—3j dx
4 X

cos x dx

Oy — O [N

(2x4 —3x7 + 5) dx
Tentukan solusi pada soal nomor 6 — 7 berikut:

6. jcoszt -sint dt
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7. -[4 sin 3x -cos3x dx

Dalam soal nomor 8 — 10, gunakan teorema dasar kalkulus
dikombinasikan dengan aturan pangkat yang dirapatkan untuk
menghitung integral tentu yang diberikan.

8. (x2 + 1)10 (2x) dx

) S——

8
9. J.»\/3x+l dx
5

10. [z +vEe 1] an

P. Rangkuman Kegiatan Belajar 7

Berdasarkan paparan Kegitan Belajar 7 ini maka garis besar bahan
yang dibahas tentang

b
1. Teorema dasar kalkulus j f(x)dx = F(b)— F(a), dengan fungsi /

kontinu pada [a, b] dan misalkan fsebarang anti turunan dari £,

maka:
2. Teorema kelinieran integral tentu
b b
" kS de=k[f(x) dx

[f(x)+ g(x)]dx = I f(x) dx+ j g(x) dx ; dan akibatnya

Q —— > R C—

[0 —g0)]dx = [ £(x) dx— [ g(x) dx

dimana [ dan g terintegralkan pada [a, b] dan bahwa £ konstanta.
Maka 4f dan f + gadalah terintegralkan.
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Q. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 7

Dalam soal nomor 1 — 10, gunakan teorema dasar kalkulus untuk
menghitung integral tentu yang diberikan.

1. j;zxdx
0

[\

. j.(Zx—ﬂ)dx

W

1
. j(xz +2x—1)dx
-1

2
4. j(l—x—2x2)dx

0

1
5. j(s—zx2 —x)dx
-1

(@

1
. J.(x4 +x° +x% +x)dx
-1

1
7. j(1—2x3—x4)dx
-1

oo

1
. j(xs +2x% — x)dx
-1
2
9. j(z—x2 —x*)dx
0

1
10. I(l—x3—x5)dx
-1

(Skor untuk masing-masing soal adalah 10)
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Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 7

Tingkat Penguasaan = Skor Jawaban _Benar x100%

100
Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi

Baik Sekali  : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup . 70% s/d 79%
Kurang : < 70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke Kegiatan Belajar 8. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
materi kegiatan belajar 7, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai.

R. Rujukan

E.J. Purcell dan Verberg (1986) (terjemah Drs. I Nyoman Susila,
M.Sc) Kalkulus, Jilid 1, Edisi ketujub, Jakarta: Interaksara.

Anton, H., 1995, Calculus with Analitic Geometry, John Wiley &
Son, New York.

Edwards, C.H. dan Penney, D.E., 1998, Calculus with Analitic
Geometry, Prentice Hall, Upper Saddle River.

S. Bacaan Yang Di Anjurkan

Edward And Venney (1994). Caleulus With Analitic Geometry by Prentice-
Hil Inc
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BAB IV

TEKNIK PENINTEGRALAN

A. Pendahuluan

Bahan ajar ini terdiri tiga kegiatan belajar. Kegiatan belajar 8
tentang Pengintegralan dengan Subtitusi, kegiatan belajar 9 tentang
Pengintegralan Parsial, kegiatan belajar 10 tentang subtitusi yang
merasionalkan. Untuk memahami materi dalam materi ini, Anda
harus sudah menguasai tentang barisan. Setiap kegiatan belajar
memuat uraian, contoh, tugas dan latthan, rangkuman dan tes
formatif.

Pada materi teknik integral kita akan menggunakan beberapa
fungsi-fungsi elementer yaitu suatu himpunan fungsi yang banyak kita
kenal seperti fungsi konstanta, fungsi pangkat, fungsi trigonometri,
fungsi logaritma dan fungsi eksponen. Selain itu, kita telah memahami

apa arti I f(x)dx. Notasi I f(x)dx berati anti-turunan dari f atau
integral tak kentu dari £ Menentukan fungsi yang sama dengan
_[ f(x)dx berarti mencari fungsi yang turunannya adalah Ax).

Mencari fungsi yang turunannya adalah f{x) dengan coba-coba sering
tidak efesien. Namun demikian kita telah memiliki beberapa formula
Vintegral dasar dengan menggunakan teknik pengintegralan.

Petunjuk Belajar

1. Bacalah uraian contoh dengan cermat dan berulang-ulang sehingga
Anda benar-benar memahami dan menguasai materi pembahasan.
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. Kerjakan tugas yang tersedia secara mandiri. Jika dalam kasus atau

tahapan tertentu Anda mengalami kesulitan menjawab, maka
mintalah bantuan tutor Anda atau orang lain yang lebih tahu.

. Kerjakan tes formatif secara mandiri, dan periksalah tingkat

penguasaan Anda pada tes formatif. Ulangi pengerjaan tes formatif
sampai Anda benar-benar merasa mampu mengerjakan semua soal
dengan benar.

Capaian Pembelajaran

Kompetensi umum mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu memahami konsep pengintegralan subtitusi,
konsep pengintegralan parsial, dan konsep subtitusi yang
merasionalkan.

Kompetensi khusus mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu menjelas kan konsep pengintegralan subtitusi,
konsep pengintegralan parsial, dan konsep subtitusi yang

merasionalkan.

Materi Pokok: Pengintegralan dengan Subtitusi, Pengintegralan
Parsial, dan subtitusi yang merasionalkan.

B. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 8)

Teknik Subtitusi

Dalam menyelesaikan integral tentu pada bahasan sebelumnya

dengan metode penggantian dimana terlebih dahulu menentukan

integral tak-tentunya, kemudian langkah kedua menyelesaiakan

dengan Teorema Dasar Kalkulus.

Untuk memudahkan pembaca diberikan alternatif berbeda dalam

menyelesaikan integral tentu, yaitu dengan metode subtitusi.
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TEOREMA ATURAN SUBTITUSI DALAM INTEGRAL
TENTU

Andaikan g mempunyai turunan kontinu pada [a, b] dan andaikan f
kontinu pada derah nilai dari g, maka

b g(b)

[(e)-g'ydx= [ f()dt = F(g(b))-F(g(a)
a g(a)

Bukti

Andaikan F adalah suatu anti turuna dari /, maka menurut Teorema
Dasar Kalkulus,

b

[/(e®)-g'(x)dx =[F(g)], = F(2®)- Fg()

a
Menentukan nilai dari integral tak-tentu dan integral tentu

Contoh 8.1:

1
Hitung integral dari Ix3 Vxt +11dx

0
Penyelesaian:

Untuk menangani integral ini, kita andaikan t = x#*+11, sehingga dt =
457 dx maka %dt =x° dx
Perhatikan batas bawah x = 0 maka t = 11 dan batas atas x =1

maka t = 12,
Jadi,
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3

3 3
122 —11°

1
J.x3\/x4+11dx =

3
0 e
2

B

L 12412 —=11411 11
J.x3\/x4+11dx= \/_6 N/_ZZJI_—E\/H

0
Contoh 8.2:
Hitung integral dari:
1

I%dx

0 \x +2x+6)

Penyelesaian:

Untuk menangani integral ini, kita andaikan t = x?+2x +6, sehingga
= (2x+2) dx

Perhatikan batas bawah x = 0 maka t = 6 dan batas atas x = 1 maka

t=9,

Jadi,
‘ x+1 (2x +2)
d =_
'[(x +2x+6 '[x +2x+6) *
_lgfé:%j‘tzdt

6 6

j x+l 02
0 x +2x+6)

L x+l 1_(‘—61j}
(e O
ox +2X+6) 2_ -1

I 1 I 1 1
{ 9 6}} 18 12 36

j- x+1 x:l
0 x +2x+6) 2
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Contoh 8.3:
Hitung integral dari:

s

jxsin : (x2 )cos (x*)dx

0
Penyelesaian:

Untuk menangani integral ini, kita andaikan v = sin (x?), sehingga dv
= 2x cos (x?) dx

Perhatikan batas bawah x = 0 maka v = 0 dan batas atas x = Tﬂ

V2

makav = — |
2

Jadi,

Iz

2

Ixsin3(x2)c0s(x2)dx = 2x-sin3(x2 ) cos(x*)dx

vidv= l[—(\g)4 —-0° ]
2| 4

xsin’ (x2 )cos (x*)dx =

ot—’.\:‘?‘ S

1] 1 1
« 3 2 2 d - | =
xsin (x )cos(x )dx 2[16}

o!—-.w‘ﬁ

Contoh 8.4:
N s ICOS\/; .
1tung integral aart - —
g 1nteg A Jx

Penyelesaian:
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Untuk menangani integral ini, kita andaikan u = /x, sehingga du =

1
— dx
24x
. 72'2 T 72_2
Perhatikan batas bawah x = 5 maka u =— dan batas atas x = —

T
maka u =—
2

(S1EY

X o DN I
Jx Y 5

\O‘N
w

Metode Subtitusi Trigonometri

Mari kita ingat kembali beberapaintegral trigonometri dasar yang akan
banyak kita gunakan pada subtitusi trigonometri selanjutnya:

Jsinxdxz—cos xX+c
Jcosxdx=sin x+c

Itanxdx: —1n|cosx| +c
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jsin(ax+b) dx=— L cos (ax+b) +c
jcos(ax+b) dx = L sin (ax+b) +c.
Iseczxdx:tan x+c

Icoseczxdx =—cotan x + ¢
Itan.secxdx:sec x+c

Icotan X .cosec x dx = —cosec x + ¢

Apabila kita menggabungkan metode subtitusi dan penggunaan
secara  cerdik  kesamaan  trigonometri, maka kita dapat
mengintegralkan beragam bentuk trigonometri. Kita tinjau beberapa

jenis yang umum dijumpai.
A, Jenis Isin" x dx atauICOS "x dx J. tan" x dx dengan syarat

neZ dan n ganjil maka gunakanlah subtitusi kesamaan

phytagoras yaitu: sin” x +cos’ x =1 ataul + tan” x = sex’x.

Contoh 8.5:

Selesaikan integral berikut : J sin * x dx

Penyelesaian:
Jsin *x dx:.[(sin2 x)sin x dx = I(l—cosz x) sin x dx
= '[(l—cosz x)d(-cos x)

:jl d(-cosx) + j(—cosz x)d(—cos x)
= —I d (cosx)+ J.(cosz x)d(cosx)
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=—cosx+§cos3 x+C
Contoh 8.6:

Selesaikan integral berikut :Isin > x dx

Penyelesaian

Isin >x dx = I(sin“ x)sin x dx :I(l—cosz x)* sin x dx
= j(l —2cos” x++cos* x)d(—cosx)
= Il d(-cosx)— j(2cosz x)d(—cosx) +J(cos4 x)d(—cosx)
:I d (—cosx) + I(2 cos’ x)d(cosx) — J‘(cos4 x)d(cos x)
— _cosx +2cos’ x—%cos5 x+C

Contoh 8.7:

Selesaikan integral berikut : Itan ° x dx

Penyelessaian:

Itan *x dx = Itan3 x(sec’ x —1) dx = _[tan3 x sec’ x —tan’ x) dx

= jtan3 x sec’ x a’x—'[tan3 x dx
= J.tan3 x d(tanx)—J‘tanx(tan2 x) dx

= .[tan3 x a’(tanx)—J'tanx(sec2 x—1) dx
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= Ltan* x—J-tanxd(tanx)+jtanx dx

— 1

4 2
=1tan® x—Jtan® x —In|cos x| + ¢

B. Jenis Isin " x dx atau .[COS " x dx dengan syarat

neZ dan n genap maka gunakanlah subtitusi kesamaan

setengah sudut yaitu: g2 = 179952% atau cog2 = 1+ cos 2x

2 2

Contoh 8.8:
Selesaikan integral berikut : Icos > x dx

Penyelesaian

2 _ [ 1+cos2x el I¢l
Icos xdx-I[Tjdx—Jgdx+zji(cos2x)2dx

jcos *xdx = %I dx +4lj(c052x) d(2x) =%x - 4lsin2x +C
Contoh 8.9:
Selesaikan integral berikut : I cos * xdx

Penyelesaian

] 2 ) 142cos 2x+cos’ 2
ICOS4xdx:J( +Ccos2x dxzj COS 2Xx +Ccos xdx
2 4

IJ-(1+2cos2x+00522x) .

T4 2
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[ cos* xar =% [[(1+2c08 22+ cos? 2x)a (2x)

B 1 le(
=3 [ A0+ [(2cos 2x)d(2x)+§j(cos 2x)d(2x)
2 2. 1 .
:§x+§sm2x+§j(1—sm2(2x))d(2x)
—1x+1sin2x+ljl(1—sin4x))d(4x)
474 874
i Ginons ijd(4x) _L j (sin 4x))d (4x)
4" 4 32 32
1 1. 11
=—x+—sm2x+—x+-—cos 4x+C=
474 8 32
:§x+lsin2x+icos4x+C
8" 4 32

C. Jenis Isin " x cos” xdx dengan syaratm, n€ Z" dan m atau n ganjil

maka gunakanlah subtitusi kesamaan phytagoras yaitu:

sin?x+cos’x=1.

Contoh 8.10.
Selesaikan integral berikut : I sin ® x cos ~* xdx

Penyelesaian

J.sin *x cos txdx= I(l —cos” x)(cos *)(sin x) dx

= —j (cos™ x —cos ?x)d(cosx)

_ _[ (cos x)° _ (cos x)™! } te
-3 -1

sec ’x
= —secx+c
3
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D. Jenis Isin" x cos” xdx dengan syaratm, n€ Z" dan

m dan n genap maka gunakanlah subtitusi kesamaan phytagoras

yaitu: sin” x+cos’ x =1.

Contoh 8. 11.
Selesaikan integral berikut : Isin >x cos * xdx

Penyelesaian

2
Jsin 2 cos4xdx=I(l_cos 2xj (l—cos 2xj i

2 2

= éj(l +cos 2x —cos” 2x —cos’ 2x)dx

1 1 .
=§I(1+cos 2x—5(1+cos 4x)—(1-sin* 2x) cos 2xjdx

zlj(l—lcos 4x +sin*’ 2x-c052x}dx
g8\2 2

RN 1. .
_g[J.de—gjcos 4xd(4x)+5jcos 2xd(sin 2x)}

1 lx—lsin4x+lsin32x +C
812 8 6

E. Jenis Isin nx cosmxdx ; Icosnx sin mxdx;jcosnx cosmxdx ;

.[Sin nx sin mx dx , maka gunakanlah subtitusi berikut:

sin nx cos mx = %[sin(n + m)x + sin(n — m)]
cos nx sin mx = %[sin(n + m)x —sin(n — m)]

COS X COSMX = %[cos(n +m)x + cos(n — m)]
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sin nx sin mx = —1 [cos(n + m)x —cos(n — m)]

Contoh 8. 12.

Selesaikan integral berikut :Isin 2x cos 3x dx

Penyelesaian

[sin 2x cos 3x dx = %j[sin 5x + sin(—x)]dx

1 1
=—sin 5x d(5x)——|sin xdx
IOI (5x) 2J‘

1 1
=—cCoS 5x+Ecosx+C

Contoh 8.13:

Selesaikan integral berikut : I sin 3x sin 2x dx

Penyelesaian

Isin 3x sin 2x dx = %J.(cos 4x —cos2x)dx

=l lsin4x—lsin2x+C
21 4 2

=lsin4x—lsin 2x+C
8 4

Contoh 8.14.

Selesaikan integral berikut : I 3 cos x sin 1 x dx
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Penyelesaian
J- o 3 . .
3 cos x sin 3x dx = Ej(sm 5 X —sin 3 x)dx

:i —zcos§x+2coslx +C
21 3 2 2

= (—cosixj+(3coslxj+C
2 2

= 3coslx—cos§x+C
2 2

Contoh 8.15.

1
Ix (x> +1)" dx
Hitunglah ©

Penyelesaian:
Andaikan ¢ = x* +1,

sehingga dt = 2x dx maka L dt = xdx

Batas bawah x = 0O maka t =1
Batas atas x =1 maka t = 2,

Jadi,

1

1
Ix (x> +1)" dx Z—J-tlo dt
o 2

'—..—-
<
~
o

[\S]

+
—_
p—

>

&

Il
N | =
—
[\
[e)
=
0

|

—_
L

0
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x (x°+1)"%dy ="

p 2.047
{ 22

Contoh 8.16.
1
I2x2 Nxt +1dx
-1

Hitunglah

Penyelesaian:

Andaikan = x> +1,
sehingga dt = 3x? dx maka 2dt = 2x dx

Batas bawah x = —1 makat=0
Batas atas x = 1 maka t = 2,
Jadi,

1 2 1 _
I2x2\/x3 +1dx —SItE dt :E 27 -0
-1 0

2 2

1
I2x2\/x3 Fldx =22
-1

Contoh 8.17.
3
1
[
2
Hitunglah | (x+2)
Penyelesaian:

Andaikan t =x+2,

sehingga dt = dx

Batas bawah x =1 makat =1
Batas atas x = 3 maka t = 5,

Jadi,
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j' ! dx —iidt—j'tzdt
1(’”‘2)2 - 1 ’ _1 :[

1
I2x2\/x3 +1dx :F_g}:—[——
-1

~

-1
Contoh 8.18.
[
Hitunglah -! 2x+2

Penyelesaian:

Andaikan t =2x+2,

sehingga 1 dt = dx

Batas bawah x = -1 makat=0
Batas atas x = 7 maka t = 10,

Jadi,

T . 116 1
e -L[la-
‘[\/2x+2 2‘([;,‘2
_1[m_ﬁ

2 1

Contoh 8.19.
1
jxcos3(x2)sin (x*)dx
0

Hitunglah
Penyelesaian:

Andaikan ¢ = cos(x?),

schingga 1 dt =xsin (x*)dx

Batas bawah x =1 maka t = cos 0 =1
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Batas atas x =1 makat = cos 1,

Jadi,

1 1cosl3
3(x?)sin (x2 =— |t dt
2[xcos (x7)sin (x7)dx > _!.
1 (cos 1)* —1*
2 4

_cosl-1
8

1

jxcos3(x2)sin (x*)dx
0

Contoh 8.20.
Selesaikan integral berikut : I cos > 2x dx
Penyelesaian

[cos? 20 dv = | 1+ cosdx dx=jldx+ljl(cos4x)2dx
2 277213

1 1 1 1
=—\|dx+—|(cosdx) d(4x)=—x——smdx+C
2-[ 4-[( ) d(4x) 2 4
Contoh 8.21.

Selesaikan integral berikut : J. sin * 3x dx

Penyelesaian:

[[sin *3x dv = [ (sin” 3x)sin 3x d = [ (1—cos” 3x)sin 3xdx

= %J.(l—cos2 3x)d(—cos 3x)

123



Z%II d(—cos3x) + %J.(—cos2 3x)d(—cos3x)

1 1 5

——5‘[ d(cos3x)+§j(cos 3x)d(cos3x)
1 I

=——cos 3x+—cos 3x+C
3 9

Contoh 8.22.Selesaikan integral berikut : J. (4 —x’ —cos* x )dx

Penyelesaian

J.(4—x3 —cos*x )dx=j4dx—.|.x3dx —I(mjzdx

2

:I4dx_Jx3dx—J1+2C082Z+COSZ 2 dx

2
=4x_lx4_lj'(l+2cos2x+cos 2x) oy
4 4 2
1, 1 )
:4X_Zx —§I(1+2cos2x+cos 2x)d(2x)

— 4y - %x“ - E [d@n+ %j(z c0s 2x)d(2x) + %j(cosz 2x)d(2x)}

1 2 2 1
=4x——x*—Zx—=Zsin 2x—— | (1 —sin 2(2x))d(2x
Rl 3] (1=sin 202:))d(20)

1, 1 1 11
=4y ——x* ——x—=sin2x—— [ —(1—sin 4x))d(4x
47 40 4 8I4( )
—4x—lx4—1x—lsin2x—ijd(4x)+ij(sin4x))d(4x)—
47 47 4 32 32
1 11

=4x——x4——x——sin2x—lx—icos4x+C
47 T4y 8 32
=§x—lx4—lsin2x—icos4x+C

8 4 4 32
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Contoh 8.23.

Selesaikan integral berikut : Isin > 5x dx

Penyelesaian
jsin 55x dx = j(sin“ 5x)sin 5x dx :J.(l —cos?5x)%sin Sxdx

= %J.(l —2c0s” 5x +cos” 5x)d(—cos5x)

= ;J d(~cos 5x) - ;J(2cos2 5x)d(~cos 5x) + ;j(cos4 5x) d(~cos 5x)

= %j d (—cos5x) + %JQ cos” 5x)d(cos5x) — %I(cos4 5x)d(cos5x)

——10055x+icos3 5x—Lcos5 5x+C
5 15 25
Contoh 8.24.

Selesaikan integral berikut : I(sinz 2x + cos’ 2x + tan’ 2x) dx
Penyelessaian:
I(sin *2x + cos’ 2x +tan’ 2x) dx

= J.(sm *2x + cos’ 2x) dx+Itan > 2x dx

= j 1dx+ j tan® 2x(sec’ 2x —1) dx

=X+ J.tan3 2x sec’ 2x —tan’ 2x) dx

= x+J.tan3 2x sec’ 2x dx—_[tan3 2x dx
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=x+ % [tan® 2x d(tan2x) - [tan 2x(tan’ 2x) dx

=x+ %Itan3 2x d(tan2x)— [ tan 2x(sec’ 2x — 1) di

= x+{tan* x—%jtan2xd(tan2x)+jtan2x dx
= x+1tan* x—1tan’ 2x—ln‘cos 2x‘+c

Contoh 8.25.
Selesaikan integral berikut : '[ (1 —2sin ? %xjdx

Penyelesaian

J(l—Zsin 2%x)dx=jldx—2jsm2%xdx

:jmx—zj[sm%-smgjdx

=x+gj cosx+x—cosx_x dx
2 2 2

= x+Jcosx dx—fcos 0dx

=x+sinx+J-1dx+c

=x+smx+x+c

=2x+sinx+c

Contoh 8.26.

Selesaikan integral berikut : IZ cos* x -sin > x dx
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Penyelesaian

2
[ 208 *x-sin * x dr =2 (I_COS 2’“] (I_COS 2xjdx

2 2

= lJ‘(l +cos 2x —cos” 2x —cos’ 2x)dx

=%J-(l+cos 2x—%(l+cos 4x)—(1—sin> 2x) cos 2xjdx
=lj(l—lcos4x+sin22x~cos2xjdx
472 2
-4 fldx—lfcos 4xd(4x)+ljcos22xd(sin 2x)
4172 8 2
1

=—x—isin 4x+isin3 2x+C
8 32

Contoh 8.27.

Selesaikan integral berikut : Isin 2x cos 3x dx

Penyelesaian

j sin 2x cos 3x dx = %J.[sin 5x + sin(—x)]dx
=ijsin 5x d(sx)—ljsinxdx
10 2

= icos S5x+ %cosx+C
Contoh 8.28:

Selesaikan integral berikut : I cos x cos 1x dx
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Penyelesaian

1
I €os X €Os S x dx = —I(cos 2x—cosix)dx
2

I . 112, 3x L X
COS X COS 5 X dx=5 gsm7+cl—2sm5+c2

| 1 . 3x ¢ . x ¢
Icosx COS 5 X dx=3s1n7+—+s1n—+—

1. 3x . x
Icos X €0S 1 X dx:5s1n—+s1n—+C

Contoh 8.29:
Selesaikan integral berikut :I4 cos 2x cos 3x dx
Penyelesaian
4
j4cos 2x cos 3x dx = E.“COS S5x +cos(—x)]dx
4 4
= 5 I cos Sxdx + 5 I cos(—x)dx
= 2jcos S5x dx + 2Icosxdx
2. .
= gsm S5x—2sin x+C

C. Tugas Kegiatan Belajar 8.

Untuk memperluas wawasan Anda tentang integral subtitusi,
carilah dan bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang
materi tersebut.
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Untuk No. 1 — 10, gunakan metode subtitusi dalam integral tentu
untuk menghitung masing-masing yang berikut:

1. |Bx+1)’dx
X
2. | ———dx
(x> +9)°
x+2

——dx
(x> +4x+1)°

sin’t cost dt
cos(3x—3)dx

xsin (¢ dx
(cos2x+sin 2x) dx
sin x sin (cos x) dx

2t cos’ (t*)sin (¢°) dt

e
Sl Ol O iy O — O — O o[ O O, O ——

P,
' Vx(Vx +1)°

10.

Untuk No 11 — 20, gunakan metode subtitusi trigonometri dalam
integral yang ditunjuk untuk menyelesaikan masing-masing integral
yang berikut:
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1. [sin x dx

12. jsin3 x dx

13. Isin *4x cos® 4x dx
14. Isin *3x cos *3x dx
15. jsin 4x cos 5x dx
16. jcos 5x sin 4x dx
17. Icos 2x cos x dx

18. [sin 4x sin 5x dx
19. J.tan3 2x dx

20. j (tan x+ cot x)* dx

D. Rangkuman Kegiatan Belajar 8

Berdasarkan paparan Kegitan Belajar 8 ini maka garis besar
bahan yang dibahas adalah
A. Teorema Aturan Subtitusi Dalam Integral Tentu

Andaikan ¢ mempunyai turunan kontinu pada |[a, b]

Andaikan / kontinu pada derah nilai dari g, maka

b g(b)
[f(g®)-g')dx = [ f()dt = Fgb))-F(g(a))
a g(a)

B. Jenis jsin” x dx ataujcos " x dx I tan " x dx dengan syarat

neZ" dan n ganjil maka gunakanlah subtitusi kesamaan

phytagoras yaitu: sin Zx+cos’x=1 ataul + tan” x = sex’x.
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C. Jenis Isin" X dx atau Icos "xdx  dengan  syarat

neZ dan n genap maka gunakanlah subtitusi kesamaan

setengah sudut yaitu: g2 = 179952 atau o y = 1+ cos2x
2
D. Jenis '[ sin” x cos” xdx dengan  syaratm, neZ" dan

m atau n ganjil maka gunakanlah subtitusi kesamaan

hytagoras yaitu: sin” x +cos” x =1.
phytag y

E. Jenis '[ sin” x cos” xdx dengan  syaratm, neZ" dan
m dan n genap maka gunakanlah subtitusi kesamaan
phytagoras yaitu: sin” x +cos” x =1.

F. Jenis Isin nx cosmxdx ; '[cos nx sin mxdx;

jcos nx cosmx dx jsin nx sin mx dx , maka gunakanlah

subtitusi berikut:
sin nx cosmx = %[sin(n + m)x +sin(n — m)]

cosnx sin mx = [sin(n +m)x —sin(n— m)]

o [—

COS X COSMX = %[cos(n +m)x + cos(n — m)]

sin nx sin mx = —+ [cos(n + m)x — cos(n —m)]

E. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 8

Untuk No. 1 — 5, gunakan metode subtitusi dalam integral tentu
untuk menghitung masing-masing yang berikut

1
1
1. |=(x+D*d
I|)-2(x ) dx
2
2. I 22x 3a’x
y (x°+9)

131



x4l
2  ix
(2x* +4x)°

e
B O C—y —

6

cos’ ¢ sint dt

(cos >x+sin2x) dx

Ot [N O e,

Untuk No 6 — 10, gunakan metode subtitusi trigonometri dalam
integral yang ditunjuk untuk menyelesaikan masing-masing integral
yang berikut:

6. Icosz x dx

. 3 2
- Ism 4x cos” 4x dx
g '[sin *3x cos’3x dx
9. J.cos 4x cos 5x dx

10. Isin 2x ¢os x dx

(Skor untuk masing soal adalah 10)

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 8

Skor Jawaban Benar

Tingkat Penguasaan = 100 x100%

Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi
Baik Sekali ~ : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup 2 70% s/d 79%
Kurang 2 <70%
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Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke Kegiatan Belajar 9. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
materi kegiatan belajar 8, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai.

F. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 9)
Integral Parsial

Mari kita ingat kembali beberapa anti derivatif atau integral tak
tentu yang akan banyak kita gunakan pada integral parsial selanjutnya:

Idx=x+c

J.l dx=hl|x| +c
X

2

1
J. - dx =—cotx + ¢
sin” x

dx =tanx + c.

jcosz X

1 )
j dx =arcsinx + ¢

V1-x?

1
J— dx =arccosx + ¢

v1—x?

1
j 5 dx =arctanx + ¢
1+x

Apabila  pengintegralan  subtitusi  gagal,  dimungkinkan
menggunakan subtitusi ganda, yang dikenal sebagai pengintegralan
parsial. Metode ini didasarkan pada pengintegralan rumus untuk
turunan hasil kali dua fungsi.

Andaikan u= u(x) dan v = v(x) maka Dy [u(x).v(x)] = u’(x).v(x)
+ u(x).v(x)
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Dengan mengintegralkan kedua ruas persamaan tersebut, kita
peroleh:

u().v() = [ W) .v(x) dx + Ju().v(x) dx

u(x).v(x) = JV(X).u’(x) dx + Iu(x).v’(x) dx

[ u() v’ () dae = u(d.v(x) — | v(.w’(x) dx
Karena dv = v’(x) dx dan du = u’(x) dx, persamaan di atas dapat
ditulis secara lambang sebagai berikut:

PENGINTEGRALAN PARSIAL - INTEGRAL TAK TENTU

fudeu.V—fv. du

Sedangkan rumus di atas berpadanan untuk integral tentu

PENGINTEGRALAN PARSIAL - INTEGRAL TENTU
b b
Iudv: [uv]z —Jvdu

a a

Contoh 9.1:

Selesaikan integral dari : I xcosxdx

Penyelesaian:

Untuk menangani integral ini, kita menuliskan x cos x dx sebagai u dv,
sehingga kita misalkan u=wx3 du=dx

dv=cosxdx 3> [dv=[wsxdx = v=sinx
Rumus pengintegralan parsial memberikan:

,[udV:u.V—fV. du

jxcosxdx = xsinx—Isin xdx=xsin x+cosx+c
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Contoh 9.2:

Selesaikan integral dari : sz sin x dx

Penyelesaian:
Misalkan u = x? 5 du =2xdx
dv = sin x dx 3 V= —cCosXx

Rumus pengintegralan parsial memberikan

judVZu.V—jv.du

2 2
J.x sin xdx = —x cosx+2J-x cosxdx

Perhatikan situasi pengintegralan di atas, maka kita memperoleh
bentuk pengintegralan parsial

[Ixcosxdx = Xxsin x +cosx + c]
sehingga

J.xzsinxa’xz—x2 cosx +c¢, +2J.x cos x dx
fx ?sin xdx =—x’ cosx + ¢, +2(xsin x+cosx+c,)

Ix 2sin xdx = —x>cosx+2x sin x+2 cosx+c¢

Contoh 9.3:

Selesaikan integral dari : J.e" sin x dx
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Penyelesaian:

Misalkan u = ¢~ > du=¢"dx
dv = cos xdx > v=sinx

Rumus pengintegralan parsial memberikan

Iudvzu.v—fv. du
Ie *sin xdx = —e” cosx+Iex cosx dx

Apabila hasil ini disubtitusikan ke dalam hasil pertama, kita peroleh
bentuk pengintegralan parsial, sehingga perlu kita memanipulasi suku-
suku pada masing-masing ruas, berikut:

Ie"sinxdxz—e" cosx+J.eX cos x dx
=e" cosx+Jexsmxdx=Jex cosx dx
=e"cosx+je"sinxdx=e"sinx—J.ex sin x dx
=2Iexsmxdx=exsmx—excosx +c

X

= Ie * sin x dx =%(sinx—cosx)+ ¢
Contoh 9.4:

Selesaikan integral dari : _[hl xdx
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Penyelesaian:

Misalkan u=Ilnx > du= (%) dx
dv =dx d30= x
Rumus pengintegralan parsial memberikan

judvzu.v—jv. du
1
Ilnxdx = x.]nx—jx [—jdx
X

= x.lnx—_[ dx=x.Inx—x=x(Inx—-1)
Contoh 9.5:

Tentukan integral dari : I arcsin x dx

Penyelesaian:

Misalkan u=arcsinx 3 du= T dx
l-x

dv =dx 3= x
Rumus pengintegralan parsial memberikan

_[udV:u.V—.[V.du

J.arcsinxdx =Xx. arcsinx—j

i dx
N
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=X. arcsinx—[%.Z\/I—x2 + C}
=x.arcsinx—+v1—-x*> +C

Contoh 9.6:

Selesaikan integral dari : J- sin ® x dx

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan soal nomor 6, gunakan rumus reduksi berikut:

n-1

Jika n genap, makajsin "xdx = J.sin "2 xdx

n

. . -6 _5 . 4
sehmgga.jsm xdx—g_[sm xdx

Contoh 9.7:

Selesaikan integral dari : J.cos7 xdx
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Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan soal nomor 7, gunakan rumus reduksi berikut:

Jika n ganjil, makajcos” xdx=" J‘cos"_2 xdx

n

J.cos7 xdx :gjcos5 xdx

cos® xdx

—
o
o
w2

~
=
&
Il
<o
W
—_—

Contoh 9.8:

Selesaikan integral dari: IZx sin x dx

Penyelesaian:

Untuk menangani integral ini, kita menuliskan 2x cos x dx sebagai u
dv, sehingga misalkan u=x3 Y2 du = dx

dv =sinaxcdx > [dv=][sinxdx=> v=—cos x
Rumus pengintegralan parsial memberikan:

JudV:u.V—IV.du

jxsin xdx = x(—cosx)+fcosxdx stin xdx =—-xcosx+sin x+c
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Contoh 9.9:

Selesaikan integral dari : ‘.-3x2 cos x dx

Penyelesaian:
Misalkan u = 3x?2 3 du = 6x dx
dv = cos x dx Sv=sinx

Rumus pengintegralan parsial memberikan

IudV:u.V—IV. du
J.xzsinxdx=3x2 sinx+6j.x sin x dx

Perhatikan situasi pengintegralan di atas, maka kita memperoleh
bentuk pengintegralan parsial

(J.x sin xdx = —xcosx—sinx+cJ
sehingga

I3x ? cosxdx = 3x? sin x + ¢, +6J.x sin x dx
I3x ? cosxdx =3x’sin x + ¢, +6(—xcosx—sinx+cz)

2 2 . .
I3x cosxdx =3x"sinx+c¢; —6xcosx—6smx+c

I3x *cosxdx = (3x2 —6)sinx—6x cosx+c
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Contoh 9.10:

Selesaikan integral dari : jez" cos3xdx

Penyelesaian:

Misalkan u = e?* 3 du = Y2 e dx
dv = cos 3x dx EY v=§sin3x

Rumus pengintegralan parsial memberikan

judvzu.v—jv.du

je 2 cos3x dx =le“ sin3x—lj.ez" sin 3x dx
3 6

= lezx sin 3x—lj'ezx sin 3x dx
3 6

_ 1 vgin 3x—é[e2x sin 3x- j e** d(sin 3x)]

= lez" sin 3x—l[ez’C sin 3x - 3_[62" cos 3x dx]
3 6

2* sin 3x—lj.e2x cos 3x dx
2

=—ezxsin3x—le
3 6
1 5, . 3 L, .
=—e”"smnm3x+—e” s 3x+c
5 10

Contoh 9.11:

Selesaikan integral dari : I2 In ¢ dt

Penyelesaian:

Misalkan u=Int 3 du= %dl(
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dv =dt = +¢

Rumus pengintegralan parsial memberikan

Judv=uv-[v.du
tine— |t G]dz}

= 2{t.]nt—j dt:l =2¢t.Int—t=2t(Int—1)

jzlnzdtzzjlntdtzz

Contoh 9.12:

Tentukan integral dari : Iarccos xdx

Penyelesaian:

Misalkan u=arccosx 3 du= —

dv =dx 30= x
Rumus pengintegralan parsial memberikan

judVZu.V—IV.du

X

NI=x?

dx

Iarccos xdx =x. arcosx+J.

= X. arccos x+_lj 2 dx}
. _2 V1-x?
%-2\/1—x2 +c }

=x.arccos x++1—-x* +¢

= X.arccos x +
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G. Tugas Kegiatan Belajar 9

Untuk memperluas wawasan Anda tentang integral parsial,
carilah dan bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang
materi tersebut.

Untuk No 1 — 10, gunakan pengintegralan parsial untuk
melakukan pengintegralan yang ditunjuk

1. Ix e’ dx

Ix eSx+;r dx
2.

Jx cosxdx
3.

j(x—3) cos(x — 3)dx
4,

Ix Vx + dx
5.

J.]n 3xdx
6.

J-arctanxdx
7.
. '[h;f dx

J.\/; In x dx
0.

_[x3 In x dx
10.
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H. Rangkuman Kegiatan 9

Berdasarkan paparan Kegitan Belajar 9 ini maka garis besar
bahan yang dibahas adalah

e Pengintegralan Parsial — Integral Tak Tentu

judV:u.V—jV. du

e Pengintegralan Parsial — Integral Tentu

b b
Iudv= [uv]z —Jvdu

a a

e Rumus reduksi

Jika n genap, maka I sin” xdx = Jsin "2 xdx

n

n

_1 B
_[cos” z xdx
n

Jika n ganjil, maka .[ cos" xdx =

I. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 9

Untuk No 1 — 10, gunakan pengintegralan parsial untuk melakukan
pengintegralan yang ditunjuk

1. J.x e’ dx

2.
I(x +7) ™ dx

3. Ix sin2x dx

4, j (x — ) sin(x) dx
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5. J.x3\/2x+7dx
6. Iln(7x5)dx

7. I arctan 5x dx

dx

In2x’
=

9, J\/g Inx® dx

10. I xarctan x dx

(Skor untuk masing soal adalah 10)

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegitan
belajar 9

Tingkat Penguasaan = Skor Jawaban_Benar x100%

100

Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi
Baik Sekali  : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup 2 70% s/d 79%
Kurang 2 <70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke Modul 10. Namun jika penguasaan Anda
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kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi materi kegiatan
belajar 9, terutama pada bagian-bagian yang belum dikuasai.

J. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 10)
Subtitusi Yang Merasionalkan

Kadang kala jika integran memuat akar, menetukan integralnya
relative lebih sulit dibandingkan dengan tidak memuat akar. Untuk
mempermudah menentukan integralnya kita dapat melakukan
penggantian (subtitusi) terhadap suatu bentuk integran semula,
misalnya fungsi x, dengan melakukan subtitusi dengan kita
munculkan variable baru misalnya t, sehingga akhirnya integran
berubah menjadi dalam t. setelah berubah variable, kita harapkan
pengintegralannya akan lebih sederhana dan 1 ebih mudah
mencarinya. Jika tidak, kita dapat menggunakan teknik yang lain

= (Bentuk A) integrannya memuat va’ —x’ ,syarat a > 0
Untuk  menghilangkan  akar  dapat  dilakukan  subtitusi

x=asint,-5<t<%

. [ x
t =arcsm | —
(a)'

Kita berharap dengan melakukan perubahan di atas integralnya
menjadi lebih sederhana.

Contoh 10.1:

Selesaikan integral dari : I\/ 4-x* dx

Penyelesaian:

Kita misalkan:

x=2sint =>dx=2cos tdt
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Va4 -x?

karena sin ¢ :g sehingga diperoleh : cost =

Sehingga

[Va-x" dx=[(2cost)(2cost di)
j\/4—x2 dx=4jcosztdt
[Va-—x dx=4j@dt [Va=x" ax=2[+cos 20)at

[Va-x* dx = 2dt +[cos 2t
IdezzwésinzHc
Im dx=2t+%(2 sin 7 - cos?) + ¢
jmdx=2t+ sin £ - cos’ + ¢

karena ¢ = arcsin (gj =sin™ (%} sehingga :

2 2

_ 2
j\/4—x2 dx = 2 arcsin [§j+ (fj { 4-x J+c
2
[Na— dzln(gj 47

* (Bentuk B) integrannya memuat 4/(ax +b)?
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Untuk menghilangkan akar dapat dilakukan subtitusi ¢ = 4/(ax +b)?

Dengan subtitusi itu kita peroleh:

t=ax+b;
1
x=—\t"-b
Lo
de =L
a

Kita berharap dengan melakukan perubahan di atas integralnya
menjadi lebih sederhana.

Contoh 10.2:

Selesaikan integral dari : I

X
—d
JQ2x=1)° '

Penyelesaian:

Kita misalkan:

t=42x-1)

1,
x=—("+1

2( )
dx =tdt

Sehingga
oA
jﬁ dx = %J.(tz;l}lt
jﬁ @:%j[u%jdr
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1 11
jﬁdxzajdngt—zdz
Im t+c,+ J'fz dt
J‘;dx=£+c -—
Jox—1 2 2

(2x - ) 1

'[1/(2)6 1)’ 2 2J(2x-1)

= (Bentuk C) integrannya memuat Va’ +x° ,syarat a > 0

+c,

+c

Untuk menghilangkan akar dapat dilakukan subtitusi
x=atant, -5 <t<%

X
t = arctan| —
a).

Kita berharap dengan melakukan perubahan di atas integralnya
menjadi lebih sederhana.

Contoh 10.3:

Selesaikan integral dari : I Va+x* dx

Penyelesaian:

Kita misalkan:

x=2tant = dx =2 sec’ tdt

karena x = 2tan sehingga diperoleh : x* =4tan”¢
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Sehingga

[Va+2® de=[Va+aan’s (2sec? 1 an))
[Va+x® dx=[J40+tan0) (2sec? r)r

[Va+x® dv=2[sec 1 (2sec? thir

[Va+x? dx=2[(sect \asec? thir

[Va+x® dx=4f sec’r dr

karena ¢ =arctan (%):tan_l Gj sehingga ©

[Vara? av=4f sec{tan" BD dt

= (Bentuk D) integrannya memuat v x’ —a’ ,syarat a > 0
Untuk  menghilangkan  akar  dapat  dilakukan  subtitusi

x=asect,—5<t<%

X
t =arcsec | —
(aj'

Kita berharap dengan melakukan perubahan di atas integralnya

menjadi lebih sederhana.

Contoh 10.4:

Selesaikan integral dari : I\/xz —4 dx
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Penyelesaian:

Kita misalkan:

x=2sect = dx =2 sect tan tdt

karena x = 2sect sehingga diperoleh : x> = 4sec’ ¢

Sehingga

j\/ﬂ dx = jm (2 sect tan t)dt
Jm dx = j\/m (2 sect tan t)dt
I\/m dx = ij (2 sect tan t)dt
Im dx = J(ztan t) (2 sect tan t)dt
Im dx = 4[sec t tan”® ¢ dt

karena ¢ =arctan (gj =tan "' [%), sehingga :
[Vat -4 dv =4 sec [tan_l Gﬂ tan > [tan_l Gﬂ dt

Contoh 10.5:

Selesaikan integral dari : I sin* xdx

Penyelesaian:

Kita gunakan rumus reduksi untuk pangkat genap,
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. (4 3.,
sehmgga.jsm xdx—zjsm xdx

J.sin(’ xdx==%éjl dx

Contoh 10.5:
Selesaikan integral dari : jcosS x dx

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan kita gunakan rumus reduksi n pangkat ganjil,
sehingga:

Icoss xdegjcosz’ xdx
:ggj.cosxdx

Icos7 xdx :ﬁsinx+c
21

Contoh 10.6:

Selesaikan integral dari : J.L dx

xv4—x?
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Penyelesaian:

Misalkan:

x=2sint =>dx=2cos tdt

Sehingga
J~ dx i _[ cost
xv4—x? 4sin *t\/4 —4sin? t

1 J- cost

dx
—dx:_
jx\/4—x2 27 sin 24 —4sin’ ¢t

dt

cost?

e
V4 — x2 sin *¢-2cost

dx 1 1
——dx=— dt
J.x\/4—xz 4J.Sin ’t
Ide—lcott+c
x4 —x?

: ) X
karena x =2sin¢ maka smt:E

Va-x?

X

Dengan teorema phytagoras diperoleh cot ¢ =

I¢dx = lcott+c
x4 —x?
Va4 -x?

1
4 X

+c

J‘de
x4 —x?
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Contoh 10.7:

Selesaikan integral dari : I

1
x—x
Penyelesaian:

Kita misalkan:

u=qx
u* =x
dx =2du
Sehingga
1 2u
dx=|——d
Jx—\/; * qu—u !
1 1
dx =2 d
jx—\/; * Iu—l !
1 1
dx=2|—du -1
‘[x—\/; ) ju—l =D
1
dx=2Inlu—-1
J o a2l
1
dx =2In[x -1+
Jx—J} v =2 1]+
Contoh 10.8:

Selesaikan integral dari : I x Y (x+1)* dx

154



Penyelesaian:

Kita misalkan:

=

u=(x+1)
uw =x+1

S5udu =dx

Sehingga

Ix Y(x+1)? abc:'[(u5 —1)142 Su’du

Ix Jx+1)? dx = SJ(u“ —u6)du

Ix Yx+1)° dxziu12 —§u7 +c
12 7

Ix JY(x+1)? a’)c:%i/(x+l)12 —%5\/()c+1)7 +c

Contoh 10.9:
Selesaikan integral dari: J‘; dx
V9 + x?
Penyelesaian:

Kita misalkan:

x=3tant = dx =3 sec’ t dt

karena % =tan¢ sehingga diperoleh : V9 + x> =3sect

Sehingga
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ax j3sec t
3sect

jv9+x

sect dt

f o el

dx = 1n|sect + tant| +c

J- 1
VI +x°

Contoh 10.10:

Vx? -4

X

dx

Selesaikan integral dari : I

Penyelesaian:

Kita misalkan:

x=2sect = dx =2 sect tan tdt

karenav x* —4 = 4sec? 1 —4 = 2\/tan® 1 = 2tan¢

Sehingga

J- Y -4 d j2tant (2sect tan tdt)
2sect

jm

dx:2jtan 2tdt
X

(=

dx = ZI(sec *t—1)dt =2(tant—t)+c
X
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K. Tugas Kegiatan Belajar 10.

Untuk memperluas wawasan Anda tentang subtitusi yang
merasionalkan, carilah dan bacalah sumber-sumber pustaka yang
memuat tentang materi tersebut.

Untuk No 1 — 10, selesaikan dengan menggunakan subtitusi yang
merasionalkan/ teknik menghilangkan akar pada soal-soal di bawah
ini:

(R NCR
2. [{4-16x> dx
3. [V4x® ~lax
4. [yx* -9 dx
5. [V25+x7 dx

6. J.x x+1 dx
1

B

.[\/4—x2

X

dx

dx

1
'[xsz —9dx
t
10. I“‘fz ;

(Skor untuk masing soal adalah 10)
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L. Rangkuman Kegiatan 10

Berdasarkan paparan Kegitan Belajar 10 tentang Subtitusi Yang
Merasionalkan, garis besar bahan yang dibahas adalah

= (Bentuk A) integrannya memuat a’ —x’ ,syarat a > 0
Untuk menghilangkan akar dapat dilakukan subtitusi
x=asint,-5<t<%

[ x
t =arcsm | —
(a)'

* (Bentuk B) integrannya memuat 4/(ax + b)?
Untuk menghilangkan akar dapat dilakukan subtitusi ¢ = §/(ax + b)*

Dengan subtitusi itu kita peroleh:

t=ax+b;
X = l(t” —b)
a
dx = L7 dr
a

= (Bentuk C) integrannya memuat va’ +x’ ,syarat a >0
Untuk  menghilangkan  akar  dapat  dilakukan  subtitusi
x=atant, -7 <t< %

X
t = arctan| —
a).

= (Bentuk D) integrannya memuat vx’ —a’ ,syarat a > 0
Untuk  menghilangkan ~ akar  dapat  dilakukan  subtitusi
x=asect,—5<t<%

X
t =arcsec | —
(aj'
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Kita berharap dengan melakukan perubahan di atas integralnya
menjadi lebih sederhana.

M. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 10

Untuk No 1 — 10, selesaikan dengan menggunakan subtitusi yang
merasionalkan/ teknik menghilangkan akar pada soal-soal di bawah
ini:

1. J'\/l—9x2 dx

2. J‘w/9—4x2 dx

3. [Vi6x* =9 dx

4. [4x* =36 dx

5. J.\/l+4x2 dx

6. I2x x+1 dx

7.jsdx

Jx+e
IJ9—4x2

X

dx

1
R [ — '
J‘xx/)cz -16

10. | X i

VI=x?

(Skor untuk masing soal adalah 10)
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Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 10

Tingkat Penguasaan = Skor Jawaban_Benar x100%

100
Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi

Baik Sekali  : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup 2 70% s/d 79%
Kurang 1 < 70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke kegiatan 11. Namun jika penguasaan
Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi materi
kegiatan belajar 10, terutama pada bagian-bagian yang belum dikuasai.

N. Rujukan

E.J. Purcell dan Verberg (1986) (terjemah Drs. I Nyoman Susila,
M.Sc) Kalkulus, Jilid I, Edisi ketujub, Jakarta: Interaksara.

Anton, H., 1995, Calculus with Analitic Geometry, John Wiley &
Son, New York.

O. Bacaan Yang Di Anjurkan

Sulaiman R, 2008. Matematika Dasar 2 (Integral dan Aplikasinya).
Universitas Negeri Surabaya. Surabaya: Unesa University Press
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BAB V

PENERAPAN INTEGRAL

A. Pendahuluan

Bahan ajar ini terdiri empat kegiatan belajar. Kegiatan belajar 11
tentang luas derah suatu kurva, kegiatan belajar 12 tentang volume
benda dalam bidang: lempengan, cakram, cincin, kegiatan belajar 13
tentang volume benda putar, kegiatan belajar 14 tentang panjang
kurva pada bidang.

Untuk memahami materi tentang terapan integral, Anda harus
sudah menguasai teknik pengintegralan. Pada materi teknik integral,
kita telah mempelajari tentang mencari nilai dari suatu integral tentu.

Pada materi penerapan integral ini, integral tentu dapat digunakan
untuk menghitung luas merupakan salah satu alternatif yang dapat
kita gunakan, karena integral tentu ini dikembangkan untuk keperluan
tersebut. Tetapi penggunaan integral berlanjut telah dapat digunakan
dalam berbagai penerapan ilmu lain. Pembahasan tentang luas dalam
poligon dalam dan luar diperlukan untuk memberikan dasar tentang
definisi integral tentu. Setelah konsep ini bebar-benar dipahami, kita
berbalik arah dan menggunakan integral tentu untuk menghitung luas
daerah-daerah yang berbentuk rumit.

Capaian Pembelajaran

e Kompetensi umum dalam mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu memahami konsep luas derah suatu kurva,
volume benda dalam bidang: lempengan, cakram, cincin, dan
volume benda putar, serta panjang kurva pada bidang.

e Kompetensi khusus dalam mempelajari bahan ajar ini adalah
mahasiswa mampu mengitung konsep luas derah suatu kurva,
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volume benda dalam bidang: lempengan, cakram, cincin, dan
volume benda putar, serta panjang kurva pada bidang..

e Materi Pokok: Luas Derah Suatu Kurva, Volume Benda Dalam
Bidang: Lempengan, Cakram, Cincin, Dan Volume Benda Putar,
Serta Panjang Kurva Pada Bidang.

Petunjuk Belajar

1. Bacalah uraian contoh dengan cermat dan berulang-ulang sehingga
Anda benar-benar memahami dan menguasai materi pembahasan.

2. Kerjakan tugas yang tersedia secara mandiri. Jika dalam kasus atau
tahapan tertentu Anda mengalami kesulitan menjawab, maka
mintalah bantuan tutor Anda atau orang lain yang lebih tahu.

3. Kerjakan tes formatif secara mandiri, dan periksalah tingkat
penguasaan Anda pada tes formatif. Ulangi pengerjaan tes formatif
sampai Anda benar-benar merasa mampu mengerjakan semua soal
dengan benar.

B. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 11)
Luas Derah Suatu Kurva

Salah satu penggunaan integral tentu adalah untuk menentukan
luas daerah bidang. Tentu tidak semua daerah bidang dapat
ditentukan luasnya dengan mudah. Pada bab ini kita akan membahas
cara menentukan luas daerah bidang yang dibatasi oleh beberapa
kurva yang diketahui atau dapat ditentukan persamaannya.

* Daerah di Atas Sumbu X.

Andaikan y = f{x) menentukan persamaan sebuah kurva di bidang xy
dan andaiakan f kontinu dan tak negatif pada selang a<x<b
(seperti pada gambar A).
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Gambar A

Tinjau daerah R yang dibatasi
oleh grafik-grafik y = f{x), x = 4,
x = b, dan y = 0. Kita mengacu R
sebagai daerahdi bawah y = fx),
o b° " antara x = a dan x = b. Luas

daerah tersebut, .4 (R) diberikan oleh:

AR) = [ f(x)dx

Contoh 11.1:
Tentukan luas daerah R dibawah kurva y=x'-2x'+2 di

—13x£2'

Penyelesaian:

Gambar fungsi y = xt=2x 42
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A(R) = JZ.(x4 —2x° +2)dx

=  Daerah di Bawah Sumbu X

Luas dinyatakan oleh bilangan yang tak negatif. Apabila grafik y = fix)
b
terletak di bawah sumbu x, maka J Jf(x)dx adalah bilangan negatif

sehingga tidak dapat melukiskan suatu luas. Akan tetapi, bilangan itu
adalah negatif dari luas daerah yang dibatasi oleh y = fix), x =4, x =
bdan y = 0.

Andaikan y = f{x) menentukan persamaan sebuah kurva di bidang xy
dan andaiakan f/ kontinu dan tak negatif pada selang a<x<b

(seperti pada gambar B).
L
- 2 L
R
y=f{x}

Gambar B
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Contoh 11.2:.

2
Tentukan luas daerah R yang dibatasi oleh y = % —4, sumbu x, x = -

2 dan x = 3.

Penyelesaian:

A(R):—j "3—2—4)dx

-2

3 3
=—{x—+4x}

9 -2
TS
9 9
14

9

Contoh 11.3:

Tentukan luas daerah R yang dibatasi oleh y = x> —3x> =x+3 ruas

sumbu x antara  x = -7 dan x = 2, dan garis x = 2.

Penyelesaian:

yp=x*—3x* —x+3

165



A(R) = A(R,) + A(R,)

1 2
= J.(x3 —3x? —x+3)a’x—j(x3 —3x* —x+3)dx
-1 1

x* x’ 1 x* x’ ’
== —x" = +3x| —|=—-x"-"—+3x
4 2 L L4 2

Cara Berfikir yang Dapat Membantu. Sejauh ini semuanya
berjalan dengan baik. Untuk daerah-daerah sederhana sejenis yang
ditinjau di atas, mudah sekali menulis integral yang benar. Apabila
kita meninjau daerah yang lebih rumit (misalnya, daerah di antara dua
kurva), tugas pemilihan integral yang benar lebih sukar. Namun,
terdapat suatu cara berpikir yang dapat sangat membantu. Pemikiran
itu kembali kedefinisi luas dan integral tentu. Berikut adalah cara
berfikir tersebut dalam lima langkah.

Langkah 1 Gambarlah daerah yang bersangkutan.

Langkah 2 Irislah menjadi irisan-irisan kecil; beri label pada

suatu itisan khas.

Langkah 3 Hampiri luas irisan khas ini, dengan
menganggap irisan tersebut berupa sebuah
persegi panjang.

Langkah 4 Jumlahkanlah hampiran-hampiran luas irisan

tersebut

Langkah 5 Ambillah limit dengan lebar irisan menuju nol
sehingga diperoleh suatu  integral  tentu
(definit).

Untuk mengilustrasikan, perhatikan contoh sederhana lain berikut ini.
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Contoh 11.4:

Susunlah integral luas daerah di bawah kurva y =1+ \/; , yang
terletak antara garis dengan persamaan x = 0 dan x = 4.

Penyelesaian:

1. Gambar 2. Potong-potong

-

e e

3. Aproksimasi luas jalur: A4, = (1+ \/x_l )Ax,
4. Jumlahkan : A= Z(l + \/x_l)Axl

4
5. Ambil limitnya: A= [+ x, )dx
0

Andaikan y = f{x) menentu

Begitu kita memahami prosedur empat langkah tersebut, kita
dapat menyingkatkan menjadi tiga langkah, yaitu: iris, hampiri,
dan integralkan. Pikirkan kata integralkan memilki arti jumlahkan
dan ambil limit apabila lebih besar irisan menuju nol. Dalam

proses ini Z ... Axberubah menjadi J. .. . dx. Gambar di

bawah ini menunjukan proses yang telah dipersingkat itu untuk
soal yang sama.

. = Ad, = (1+Jx, )Ax,
' o 4
H 1+/xi A= J.(l + \/;J.)dx

T
&
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* Daerah Antara Dua Kurva.

Tinjauhlah kurva - kurva y= f(x)dan y= g(x)dengan
g(x)< f(x)pada a<x<b. Kurva — kurva dan selang itu
menentukan daerah yang diperlihatkan dalam (gambar C). Kita
gunakan metode iris, hampiri, dan integralkan untuk menentukan
luasnya. Pastikan untuk memperhatikan bahwa fix) — gx)
memberikan tinggi yang benar dari irisan tipis tersebut, walaupun
grafik g(x) negatif; sehingga mengurangkan dengan g(x) berarti
menambahkan dengan bilangan yang positif.

y=fx)

A =[£(x) - g(x)]Ax
b
A=)~ g

f{x)=a(x)

y=alx)

Contoh 11.5:

Tentukan luas daerah di antara kurva y =X * dany=2x- x*.

Penyelesaian:
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Contoh 11.6:

Tentukan luas daerah R diantara parabola y? =4xdan garis
4x—-3y=4.

Penyelesaian:

Fd

54 / y2 —3y—4=0
15% V (v=4fy+1)=0
g - y=4-1

%., dx—3y=4 otou x= i
i 1

. 1.-
¥ =4x arqu x:'T

- A Ay AA = 3y+4“£ Ay
v 44
4 A:I wed_ 2,
pA W74
// o)

A:H3y+4—y—2}dy=%i(3y+4—y2 jy

-1

4] 2 3
=l 24+16—ﬁ — §_4+l
4 3 2 3
:2z5,21
24
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Contoh 11.7:

Tentukan volume benda yang dibentuk, apabila daerah yang
diberikan diputar mengelilingi sumbu yang diberikan; potong,

diaproksimast, diintegralfean.

Sumbu-x
4
V=4- o
L
2
X
| 2
Penyelesaian:

Diketahui : y =x> +1;[a,b]=[0, 2]; sumbu — x

A(R) :fyzdx

2
= [(x* +1)" dx
0

206
= F satuan volume
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Contoh 11.8:

Tentukan volume benda yang dibentuk, apabila daerah yang
diberikan diputar mengelilingi sumbu yang diberikan; pozong,
diaproksimasi, diintegralkan.

a
2

=[@4-x")ar

0

2
= I(l6—x2 +x)dx
0

2
{16x——+—}
0

64 32
5

=17 % satuan volume

Contoh 11.9:

Tentukan volume benda yang dibentuk, apabila daerah yang
diberikan diputar mengelilingi sumbu yang diberikan; potong,
diaproksimast, dizntegralfan. Pada sumbu-y
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e
=4 - e
X
2
Penyelesaian:

Diketahui: x=4-y;[a,b]=[0, 2]; sumbu —y

A(R) = szdy

40
= ?satuan volume

Contoh 11.10:

Tentukan volume benda yang dibentuk, apabila daerah yang
diberikan oleh grafik-grafik berikut:
2

X
=2 x=4,y=0
y=- y
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Penyelesaian:

& ¥V

;[a,b] =[0, 4]; sumbu — x

64
= ? satuan volume

Contoh 11.11:
Tentukan volume benda yang dibentuk, apabila daerah yang
diberikan oleh grafik-grafik berikut:

y:l,x:l,x:4,y:()
x
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Penyelesaian:

vy y=lix
' 9
\
\
h"\.
=
0 1 4 =

3
= Z satuan volume

Contoh 11.12:
Tentukan volume benda yang dibentuk, apabila daerah yang
diberikan oleh grafik-grafik berikut:

x:yz,x:O,y:Z
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Penyelesaian:

»

Diketahui : x = y”;[a,b] =[0, 2]; sumbu —y

A(R)=j *dy
j(y )*dy

2
= [ y'dy

2]

5

32
= —satuan volume

Contoh 11.13:
Gunakan prosedur tiga langkah (potong, aproksimasi, integralkan)
untuk menyusun integral daerah yang harus dicari luasnya.

y=x-1

4

e

|/
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Penyelesaian
Diketahui: y=x>+1;[-1, 2]

A(R) = j(x2 +1)dx + j(x2 +1)dx

=|—+x| +|—+x
3 -1 3 0
F-5)
=| — + N
3 3
18
=?satuanluas

Contoh 11.14:

Gunakan prosedur tiga langkah (potong, aproksimasi, integralkan)
untuk menyusun integral daerah yang harus dicari luasnya.

y=xi+2

Penyelesaian

Diketahui: y, =x*+2 dan y, =-x;[-2, 2]
N =X
x*+2=—x

X2 +x+2=0
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A(R) = J.(x2 +x+2)abc+j(x2 +x+2)dx

3 2 0 3 2 2
o A 11 Y R
3 2 5 3 2 o
=[§—2+4}+[§+2+4}
3 3
16

=—+38
3

=13 % satuan luas

Contoh 11.15:

Gunakan prosedur tiga langkah (potong, aproksimasi, integralkan)
untuk menyusun integral daerah yang harus dicari luasnya.

Penyelesaian

Diketahui: y, =2—-x* dan y,=x
N =X
2-x’=x
X’ +x-2=0
(x=D(x+2)=0

x=1 atau x=-2
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titik potong pada sumbu x menjadi intervalnya yaitu [-2,1]

AR) = [ (¢ +x = 2)dx + [ (x> +x = 2)dx

3 2 0 3 2 !
A r'] I A
3 2 5 3 2 o

21
= ? satuan luas

C. Tugas Kegiatan Belajar 11

Untuk memperluas wawasan Anda tentang kegitan ini, carilah
dan bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang materi
tersebut.

1. Gunakan prosedur tiga langkah (potong, aproksimasi, integralkan)
untuk menyusun integral daerah yang harus dicari luasnya.

L ¥
Wi o)
H
R
P
Y \\
/ e
¥
7
/// ,__//
. =
V

2. Gambarlah daerah R yang dibatasi oleh y=x+6,y= X’ , dan
2y+x=0. Hitunglah luasnya. Petunjuk: Bagilah R menjadi dua
daerah.

3. Sebuah benda bergerak disepanjang suatu garis lurus sedemikian
rupa  sechingga  kecepatannya  pada  saat 7  adalah
W(t)=3t* =241+ 36 kaki per detik (lihat contoh 3 pada pasal 3.7).
carilah perpindahan dan jarak keseluruhan yang ditempuh benda
itu untuk —1<¢<9.
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4. Berangkat pada s =0 dant =0, suatu benda bergerak sepanjang
garis lurus sedemikian rupa sehingga kecepatannya pada saat ¢
adalah v(t)=2t—4cm per detik. Berapa lama benda itu akan
mencapai § =12? Untuk menempuh jarak keseluruhan 12 cm?

5. Hitunglah luas A4, B, ¢, dan D dalam gambar 11. Periksalah

dengan menghitung 4+ B +yC +D dalam satu bentuk integral.
A

(-3,9) (3,9

(-2,4) (2,4)

v

D. Rangkuman Kegiatan 11

Berdasarkan paparan Kegaitan Belajar 11 ini maka garis besar
bahan yang dibahas adalah
e Luas Derah Bidang Datar di Atas Sumbu X.

y=fx
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Daerah R yang dibatasi oleh grafik-grafik y = fix), x = a, x = b, dan y
= 0. Kita mengacu R sebagai daerahdi bawah y = fix), antara x = a
dan x = /. Luas daerah tersebut, .4(R) diberikan oleh:

e Luas Derah Bidang Datar di bawah Sumbu X.
Luas dinyatakan oleh bilangan yang tak negatif. Apabila grafik y = fix)

b
tetletak di bawah sumbu x, maka J. Jf(x)dx adalah bilangan negatif

sehingga tidak dapat melukiskan suatu luas. Akan tetapi, bilangan itu
adalah negatif dari luas daerah yang dibatasi oleh y = fix), x =4, x =
bdany =0

E. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 11

Dalam soal nomor 2 — 10, Gambarlah daerah R yang dibatasi
oleh grafik-grafik fungsi yang diberikan di bawah:

1. y=4—%x2,y=0,antarax=0danx=3

2. y=x"-2x-3,y=0,antarax =0dan x =2
3 y:x3,y:O,x:—1,x=2

4. y=Jx—4,y=0,x=8

5. y=x,y=x+2

6. y=x"—4x,y=-x"

7. x=6y-y°,x=0

8. x=4-y,x+y-2=0

9. ¥y =2x=0,y" +4x-12=0

10. x—y* =0,y> +4x-12=0

(Skor untuk masing-masing soal adalah 10)
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Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan

belajar 11.
Skor Jawaban Benar

Tingkat Penguasaan = 100 x100%

Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi
Baik Sekali ~ : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup : 70% s/d 79%
Kurang 2 <70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke kegiatan belajar 12. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
materi kegiatan belajar 11, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai.

F. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 12)
Volume Benda Dalam Bidang: Cakram, Cincin

Integral tentu dapat digunakan untuk menghitung luas. Hamper
tiap besaran yang dapat dianggap sebagai hasil pemotongan sesuatu
menjadi  bagian-bagian lebih kecil, aproksimasi tiap bagian,
penjumlahan dan pengambilan limit apabila tiap bagian mengecil,
dapat diartikan sabagai suatu integral. Khususnya, hal ini benar untuk
volume benda-benda tertentu yang akan kita bahas dibawah ini.

Gambar D

Apakah yang disebut dengan volume? Kita mulai dengan benda-
benda sederhana, yaitu tabung lingkatan tegak dan sejenisnya. Empat
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diantaranya dilihat pada Gambar D. Dalam tiap kasus, benda itu
diperoleh dengan cara menggerakkan suatu daerah pada bidang (rata)
sejauh / dengan arah yang tegak lurus pada daerah tersebut. Dalam
setiap kasus itu, volume benda ditentukan sebagai luas .4, daerah alas,
dikalikan dengan tinggi 4, yakni,

V=A.h

Kemudian perhatikanlah sebuah benda yang bersifat bahwa
penampangan-penampangan tegak lurusnyapada suatu garis tertentu
memiliki luas tertentu. Misalnya garis tersebut adalah sumbu x dan
andaikan bahwa luas penampang di x adalah A(x) dengan a < x < b
(Gambear 2). Selang [, ] kita bagi dengan tititk-titik bagi a = xo < x7
<x2...<xa= b melalui titik-titik itu kita lukis bidang tegak lurus
pada sumbu x . dengan demikian kita peroleh pemotongan benda
menjadi lempengan yang tipis-tipis. Volume A 177 suatu lempeng
dapat dianggap sebagai volume suatu lempeng dapat dianggap
sebagai volume tabung, yaitu:

AVi=AXi)Ax; xi_1 < X; < x;

Dan volume V benda dapat diaprokmasi dengan jumlah Riemann: 1/

i-1

Gambar E

Apabila norma partisi kita tunjukan ke nol, kita memperoleh
suatu integral tentu; integral ini kita definisikan sebagai volume benda

Dalam perhitungan voume-volume benda, sebaiknya sebaiknya
anda jangan menggunakan rumus itu secara hafalan. Akan tetapi anda
haruslah memahami proses yang menuju ke penemuan rumus
tersebut. Seperti untuk luas, proses itu kita sebut pula, Pewotongan,
Aproksimasi dan  Pengintegralan. Hal ini diperjelas dalam contoh-
contoh dibawah ini.
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* Benda Putar: Metode Cakram.

Apabila sebuah daerah rata, yang terletak seluruhnya pada satu bagian
bidang yang terbagi oleh sebuah garis lurus tetap, diputar mengelilingi
garis tersebut, daerah itu akan membentuk sebuah benda putar. Garis

yang tetap tersebut dinamakan sumbu putar.

Contoh 12.1:

Tentukan volume benda puatar yang dibentuk oleh daerah R yang

dibatasi oleh kurva y =+/x, sumbu x dan garis x — 4 apabila R
diputar mengelilingi sumbu x. (Seperti Gambar F)

Gambar F
Penyelesaian:

Apabila R dipuar mengelilingi sumbu x, daerah ini akan membentuk
sebuah benda putar dan jalur tersebut membentuk sebuah cakram
yang volumenya AV dapat kita aproksimasi dengan volume sebuah
tabung dengan tinggi Ax; dan dengan jari-jari alas AV = m(v/x)%Ax,
volume tabung ini adalah tr?h. Apabila volume tabung-tabung ini
kita jumlahkan dan kemudian kita integralkan, maka

4
V—xf xdx—n! ]—n——87r~2513
0

=  Benda Putar: Metode Cincin.

Ada kalanya apabila sebuah benda putar kita potong-potong tegak
lurus pada sumbu putarnya, kita memperoleh sebuah cakram yang di
tengah-tengahnya ada lubangnya. Daerah demikian kita sebut cincin.

Contoh 12.2:

Tentukan volume benda putar apabila daerah yang dibatasi oleh
parabol-parabol y = x? dan y? = 8x diputar mengelilingi sumbu-x.
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Penyelesaian:

Disini kita juga menggunakan metode pofong menjadi jalur-jalur,
kemudian diaproksimasi dan akhirnya di-integralkan.

2 8x% x° 481
V=x| 8x—xY)dx=n|——-—| =—=8n=30,16
0 2 51, 5
Benda Ruang yang Penampangnya Diketahui. Benda yang kita
bahas memiliki daerah-daerah lingkaran sebagai penampang-
penampang tegak. Metode yang kita gunakan tetap berlaku untuk
benda-benda yang penampang tegaknya berbentuk bujur sangkar atau
segitiga.

Contoh 12.3:

Andaikan alas sebuah benda adalah suatu daerah rata pada kuadran

pertama yang dibatasi oleh y = 1 — x2 /4, sumbu x berbentuk bujur
sangkar. Tentukan volume benda ini.

Penyelesaian:

Apabila kita potong-potong benda tegak lurus pada sumbu x kita
peroleh lempeng-lempeng tipis yang berbentuk bujur sangkar (Seperti
Gambar G)

Gambar G
2 2 4 3 5
X X X 8 32 16
V=|ll1-—+—|dx=|x——+—| =2——+—=—=x10
-([( 2 J { 80}0 6 8 15

G. Tugas Kegiatan Belajar 12

Untuk memperluas wawasan Anda tentang kegitan ini, carilah
dan bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang materi
tersebut.
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Dalam soal-soal 1-3, gambarlah daerah R yang dibatasi oleh
kurva-kurva yang persamaannya diberikan. Perlihatkanlah jalur
persegi panjang yang mendatar. Tentukan volume benda yang
terbentuk apabila R diputar mengelilingi sumbu j.

1. y=+v4-x*,y=0,antarax=-1danx =2
5 x=y"y=4x=0
3. Tentukan volume benda yang terbentuk apabila daerah pada

2
bidang xy yang dibatasi oleh garis ¥ =4¥dan parabol Y = 4x
diputar mengelilingi sumbu y. Gambar grafiknyal

2 2

4. Alas sebuah benda adalah daerah lingkaran X TV = 4. Tentukan
volume benda tersebut apabila tiap penampang oleh bidang yang
tegak lurus pada sumbu x adalah bujur sangkar.

5. Alas sebuah benda dibatasi oleh satu busur dan kurva
y=+cosx,—7/2<x<7/2 dan sumbu x. Tiap penampang
benda dengan benda yang tegak lurus pada sumbu x berbentuk
bujur sangkar yang alasnya terletak pada bidang kurva tadi.
Tentukan volume benda itu.

H. Rangkuman Kegiatan 12

Berdasarkan paparan Kegaitan Belajar 12 ini maka garis besar
bahan yang dibahas adalah
* Benda Putar: Metode Cakram.
* Benda Putar: Metode Cincin.

Apabila sebuah daerah rata, yang terletak seluruhnya pada satu
bagian bidang yang terbagi oleh sebuah garis lurus tetap, diputar
mengelilingi garis tersebut, daerah itu akan membentuk sebuah benda
putar. Maka untung menhitung volume dapat menggunakan

b
formulasi: V' = j A(x)dx
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e

. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 12

1. Gambarlah daerah R yang dibatasi oleh kurva-kurva yang

persamaannya X = \/; ,¥=4,x=0_ Perlihatkanlah jalur persegi
panjang yang mendatar. Tentukan volume benda yang terbentuk
apabila R diputar mengelilingi sumbu j.

(Skor 25)

2. Tentukan volume benda yang terbentuk apabila daerah yang
dibatasi oleh garis X—2y =0 dan parabola y>=2x=0 diputar

mengelilingi sumbu x. Gambarlah.

(Skor 25)

3. Tentukan volume benda yang terbentuk apabila daerah pada
kuadran pertama x = 4 dan sumbu x diputar mengelilingi
(a) garis x = 4;
(b) garis y = 8.
(Skor 50)
Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut

untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 12.

Tingkat Penguasaan = Skor Jawaban_Benar x100%

100

Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi
Baik Sekali  : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup : 70% S/d 79%
Kurang 1 <70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda dapat meneruskan ke kegiatan belajar 13. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
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materi kegiatan belajar 12, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai

J. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 13)

Volume Benda Putar

¢ Volume Benda Putar: Kulit Tabung

Ada cara lain untuk menghitung Volume benda putar, yaitu
dengan metode kulit tabung. Untuk berbagai persoalan, metode ini
lebih mudah digunakan dai pada metode cakram atau cincin.

Sebuah kulit tabung adalah sebuah benda yang dilatasi oleh dua
tabung lingkaran tegak yang sumbu simetrinya berimpit. Apabila jari-
jari tabung dalam adalah ri, dan jari-jari tabung luar adalah 1o,
seangkan tinggi tabung adalah h, maka volume kulit tabung adalah
V =(Luas alas) x (tinggi)

= (7[7’22 - mflz)h

=alr, +1,)r, =1 )k

_ zﬁ[ujh@ )

2
Sehingga
V = 2z x(rerata jari — jari )x (tinggi) (tebal)
=2z th Ar
Gambar H

Jika kulit tabung sangat tipis dan fleksibel, kita dapat
membukanya sehingga terbentuk selembar persegi panjang, kemudian
kita hitung volumenya dengan menganggap sebuah lembaran ini
berbentuk sebuah kotak tipis dengan panjang , tinggi 4, dan tebal Ar.

Tabung Selimut Tabung

gambar
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* Metode Kulit Tabung.

Melalui proses pemotongan yang vertical dan kemudian putarlah
mengelilingi sumbu y. Maka akan terbentuklah sebuah benda putar
dan tiap jalur akan membentuk sebuah benda yang menyerupai suatu
kulit tabung. Untuk memperoleh volume kulit tabung ini, kita hitung
volume AV suatu kulit tabung, jumlahkan dan kemudian tarik limit
jumlah ini apabila tebal kulit tabung makin menipis (menuju nol).
Limit ini akan menghasilkan sebuah integral.

AV = 2r.x.f(x).Ax

V= 27Z'J. x. f(x)dx

Contoh 13.1:

Daerah yang dibatasi oleh kurva y=1/+/x , sumbu x, garis x=1 dan
garis x=4 diputar mengelilingi sumbu y. tentukan volume benda yang
terbentuk.

Penyelesaian:

3 4
A R 27{38—31} _ 287 293
37, 3 3

Contoh 13.2:

Daerah yang dilatasi oleh garis y=(t/h)x, sumbu x dan garis x=h
diputar mengelilingi sumbu x. diperoleh sebuah kerucut
(diandaikan r>0, h>0) tentukan volume kerucut itu dengan
menggunakan metode cakram dan metode kulit tabung.
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Penyelesaian:

a. Metode Cakram

2 h 227" 273
h” h o 3

b. Metode Kulit Tabung

Contoh 13.3:

Tentukan volume benda yang terbentuk apabila daerah pada kuadran
pertama yang terletak diatas parabola y=x?> dan di bawah
parabola y=2—x?, diputar mengelilingi sumbu y.

Penyelesaian:

1 2 4!
V= 47[J.(x—x3)2’x =4r {x__x_}
0

0 2 4

= 4;{1—1} = 7 ~3,]4
2 4

K. Tugas Kegiatan Belajar 13

Untuk memperluas wawasan Anda tentang kegitan ini, carilah dan
bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang materi
tersebut.

Dalam soal-soal 1-2, Anda akan mencari volume benda yang
tertbentuk apabila daerah R yang dibatasi oleh kurva-kurva yang
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diketahui diputar mengelilingi sumbu yang ditunjukkan. Lakukanlah
hal ini dengan mengikuti langkah-langkah berikut :

a. Sketsa daerah R

b. Perlihatkan sebuah irisan persegi panjang umum yang telah
diberi pengenal yang sesuali,

c. Tuliskan rumus untuk hampiran volume kulit tabung yang
dibentuk oleh itisan ini,

d. Susunlah integral yang berpadanan,

e. Hitunglah Integral ini.

1. y=+x,x=5,y=0; mengelilingi garis x = 5,

2. x=y",y=1x=0; mengelilingi sumbu x,

1
3. Sketsa daerah R yang dibatasi y =—;x = LLx=3,y=0. Susunlah
X

(tetapi jangan dihitung) integral-integral untuk masing-masing soal

berikut:

a. Luas R,

b. Volume benda yang diperoleh apabila R diputar mengelilingi
sumbu y,

c. Volume benda yang diperoleh apabila R diputar mengelilingi y
=1,

d. Volume benda yang diperoleh apabila R diputar mengelilingi
sumbu x = 4,

4. Tentukanlah volume benda yang terbentuk dengan memutar
3

daerah R yang dibatasi oleh kurva-kurva x= \/; dan x =§—2

mengelilingi sumbu x.

5. Sebuah lubang bundar dengan jari-jari a dibor melalui pusat
sebuah bola pejal betjari-jari b ( dianggap b > a). Tentukan
volume benda pejal yang tersisa.

6. Gunakan pengintegralan menurut x untuk menentukan panjang
tuas gatis yang persamaannyay =3x+5, antarax=Idanx=4.

Cocokkanlah dengan menggunakan rumus jarak.
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L. Rangkuman Kegiatan 13

Berdasarkan paparan Kegaitan Belajar 13 ini maka garis besar bahan
yang dibahas adalah

e Volume Benda Putar: Kulit Tabung

V = (Luas alas) x (tinggi)
= (72-}/'22 _ﬂnz)h

=alr, +1,)r, =1 )k

=2r [%jh (r,—1)

Sehingga
V = 27 x(rerata jari — jari )x (tinggi) (tebal)
=2z th Ar
e Metode Kulit Tabung.
AV = 2r.x. f(x).Ax

V= 271]1 x.f(x)dx

M. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 13

Dalam soal-soal 23-32, Anda akan mencari volume benda yang
terbentuk apabila daerah R yang dibatasi oleh kurva-kurva yang
diketahui diputar mengelilingi sumbu yang ditunjukkan. Lakukanlah
hal ini dengan mengikuti langkah-langkah berikut :

a. Sketsa daerah R

b. Perlihatkan sebuah irisan persegi panjang umum yang telah diberi
pengenal yang sesuai,

c. Tuliskan rumus untuk hampiran volume kulit tabung yang
dibentuk oleh irisan ini,
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d. Susunlah integral yang berpadanan,
e. Hitunglah Integral ini.

1 o
1. y=—yx=Lx=4,y=0; mengelilingi sumbu vy,
X

2. y=+/x,x =3,y =0;mengelilingi sumbu y,

3. x=y",y=2,x=0; mengelilingi garis y = 2

4. Gunakan pengintegralan menurut x untuk menentukan panjang
ruas garis yang persamaannyay =3x+5, antarax=ldanx=4.

Cocokkanlah dengan menggunakan rumus jarak.
2 3
5. Tentukanlah panjang kurva: y =(4—x?)*antarax=1danx =8

(skor masing-masing soal adalah 20)

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 13.

Tingkat Penguasaan = Skor Jawaban_Benar x100%

100

Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi

Baik Sekali  : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup 0 70% s/d 79%
Kurang 2 <70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda silahkan melanjutkan ke kegiatan belajar 14. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
materi kegiatan belajar 13, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai.
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N. Uraian Materi (Kegiatan Belajar 14)
Panjang Kurva dan Bidang

Grafik y = sin x, 0 < x < 7, adalah sebuah kurva bidang. Begitu
pula grafik x= y?, -2 < y = 2. Kurva merupakan grafik sebuah fungsi,
yang pertama berbentuk y= fix), yang kedua berbentuk x = gfy).
Namun kurva spiral tidak cocok dengan pola ini. Demikian pula
dengan lingkaran x? + y? = 22,

Lingkaran menyarankan cara pemikiran lain tentang kurva.
Dalam trigonometri bahwa x = a cos , y = a sin ¢, 0 = t < 2r, dapat
menguraikan lingkaran. 7 adalah peubah bebas (parameter). Dapat
dikatakan bahwa x =z cos 4, y = a sin 1, 0 = t < 2z adalah persamaan
parametrik yang menguraikan lingkaran.

Gambar |

Definisi.

Sebuah kurva bidang disebut mulus jika kurva itu ditentukan oleh
sepasang persamaan x = f{(?) , y = g(t), a = t = b, dengan f ’dan g’
ada dan kontinu pada [4, /], dan [ ’(#) dan g'(#) tidak sama-sama

bernilai nol pada (g, b).

Panjang kurva mulus yang diberikan secara parameter oleh x =
),y =gt), a =t = b Dengan mempartisikan selang [, ] menjadi #
selang bagian menggunakan titik-titik

a=h <t <b<..<t,=b

gagasan kita adalah menghampiri kurva itu dengan garis poligon yang
ditunjukkan, menghitung panjangnya, kemudian mengambil limit
apabila norma partisi mendekati nol.

| 2 2

2 2
=\/[f ()= @] +Het;)—gt;_]
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dengan menggunakan Teorema nilai rata-rata untuk turunan, terdapat
titik-titik /; dan ;7 dalam (#, #) schingga,

S@)—f@.)= f'(fz‘)Ati

g(t)—gt,) =g ()AL,

dengan Az; = 4— #. Jadi

_ 2 . 2
Awl. =\/[f'(ti)Af,'] + [g'(t;)At]

R g

dan panjang garis poligon adalah

n
pw= T 6P A
1 i=1

N M™Ms

i
jadi kita dapat mendefinisikan panjang kurva L. sebagai limit

ckspresi di atas ketika norma partisi mendekati nol, yakni

jika kurva ini diberikan oleh y = f{x) dengan 2 = x =< b, x sebagai

parameter maka

jika kurva ini diberikan oleh x = g(y) dengan ¢ < y = 4, y sebagai

parameter maka

Contoh 14.1:
Tentukan keliling lingkaran x? + j? = 42
Penyelesaian:

Tuliskan persamaan lingkaran x =acos 2, y = asint, 0 = t < 2x. Jadi,

dx . dy
— =-—qa sint, —=a CoSt,

dt dt
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dan menggunakan rumus pertama,

L=ya’sin’t + a* cos’ ¢ dt
2z
= Ja dt =[at]]” = 2ma

0
Contoh 14.2:
Cari panjang ruas garis dari A4(0,7) ke B(5,73)
Penyelesaian:

Perhatikan bahwa persamaan garis yang berpadanan adalah

dy 12

y=-—x+1 sehingga = =— dan menurut rumus ketiga
5 dc 5
s

L=[ 1+ (12) dx—j[ ”2] jld { x} 13
0

Contoh 14.3:

Sketsakan grafik kurva yang diberikan secara parametris oleh x = 2
cost, y =4 sin £, 0 = ¢ < x, dan carilah panjangnya.

Penyelesaian:

Panjang L kurva ini diberikan oleh:

L= T\/(—zsin 1)’ +(4cost)’ dt

L:2I\/(sm2t+4cos2t dt = 2J- 1+3cos’ ¢ dt
0 0

Contoh 14.4:

3

Carilah panjang busur kurva y = x? dari titik (1, 1) ke titik (4,8)
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Penyelesaian:

Kita mulai menaksir panjang ini. Anggap kurva berupa garis lurus.

Maka panjangnya adlah \/(4 -D*+@8-1* = J58 ~ 5,6

1
Untuk perhitungan eksak kita perhatikan bahwa @ _ %xz sehingga

dx
4 1\2 4
L=J. 1+ gx2 dx:_[ 1+2xdx
1 2 1 4

. 9 9 .
Andaikan u =1+ Zx maka du = de oleh karena itu

3
3 2
L:J 1+2xd)c=J.\/;a’u:22L12+C=i 1+2x +C
4 43 27 4

Jadi

4

3
4 3 3 2
9 g( 9 ) 8|, 2 132

1+ =xde=| S\l4+2x )2 | =—]102 —— |~ 7,63
!\/ 4 AR 27 8

1

* Diferensial Panjang busur

Andaikan f fungsinyang terdiferensialkan secara kontinu pada [, 2.
Untuk masing-masing x dalam (4, 4), didefinisikan s(x) dengan

s(x) = f\h +[f' )] du maka

s'(x) = % = [J1+[r'@f = /1 +(%j

Diferensial panjang busur:

2
ds = 1+[d_yj dx
dx
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Kenyataannya bagaimana cara grafik diparameterkan, diantar ke tiga

rumus ds yakni:

A2 = () + (ty)

Ketiga bentuk rumus di atas timbul dari pembagian dan kemudian
perkalian ruas kanan masing-masing dengan (dx)%, (d))?, dan (df)>
Misalnya

: _[@)® (@) (@Y | p
@ ‘de) (d)}() {”(d”(dx)

O. Tugas Kegiatan Belajar 14

Untuk memperluas wawasan Anda tentang kegitan ini, carilah
dan bacalah sumber-sumber pustaka yang memuat tentang materi

tersebut.
Dalam soal 1 dan soal 3, gambarlah grafik fungsi dan tentukan

panjangnya.

1. x=t,y=t0<1<4,

2. x=3sint,y=3cost—3;0<¢t<2r,

3. Gambarlah grafik hiposikloid yang bertanduk empat dengan
persamaan X = asin’ t,y=a cos’ t,0 <t <27 Tentukan
panjangnya.

(Petunjuk soal nomor 3: Mengingat sifat kesimetrian, cukuplah
dihitung panjang kurva yang terletak dalam kuadran pertama.
Kemudian kalikanlah hasil pengintegralan itu dengan empat)

D. Rangkuman Kegiatan 14

Berdasarkan paparan Kegaitan Belajar 14 ini maka garis besar

bahan yang dibahas adalah
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Definisi.

Sebuah kurva bidang disebut mulus jika kurva itu
ditentukan oleh sepasang persamaan x =f{#), y = g(t), a = ¢
< b, dengan "’ dan g’ ada dan kontinu pada [4, /|, dan f(2)
dan g’(#) tidak sama-sama bernilai nol pada (g, b).

Mendefinisikan panjang kurva L sebagai limit ekspresi di atas
ketika norma partisi mendekati nol, yaknjika kurva ini diberikan oleh
y = f{x)dengan a = x =< b, x sebagai parameter maka

jika kurva ini diberikan oleh x = g(y) dengan ¢ = y < 4, y sebagai
parameter maka

E. Penilaian/Tes Formatif Kegiatan Belajar 14

Dalam soal 1 dan soal 3, Tentukanlah panjang kurva:

3

1. y:2x5antarax:§danx=7 .....Skor 30
23
2. y=(@-x*)?antarax=1danx=8  Sror 30
4
Yy
3. x=—+ antaray = —2dany=—1.
6 2y2 Yy y .....Skor 40

Petunjuk: perhatikantanda: Vi? =-u apabilau <0

Perkirakan Skor yang Anda, selanjutnya gunakan kreteria berikut
untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda terhadap materi kegiatan
belajar 14.

Skor Jawaban Benar

Tingkat Penguasaan = 100 x100%
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Tingkat penguasaan Anda dikelompokkan menjadi
Baik Sekali ~ : 90% s/d 100%

Baik : 80% s/d 89%
Cukup 2 70% s/d 79%
Kurang 2 <70%

Apabila Anda mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, maka
Anda telah berhasil menyelesaikan Bahan Ajar ini. Namun jika
penguasaan Anda kurang dari 80% maka sebaiknya Anda mengulangi
materi kegiatan belajar 14, terutama pada bagian-bagian yang belum
dikuasai
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DAFTAR ISTILAH

A{f(x)) Anti Turunan fungsi f(x)

D, Differensial terhadap x

dx Differensial dati x

I ...... dx Integral tak tentu terhadap x

Sigma
A(R)) Luas menurut Poligon Dalam
A(S,) Luas menurut Poligon Dalam
R, Jumlah Riemann
Ax, Titik Sampel Selang ke-i
X Titik sampel selang ke-i
f(;) Bagian Panjang Poligon ke-i
F(a) Sebarang Anti turunan dari batas atas atau batas
bawah suatu integral tentu
lim Limit Norma P menuju ke nol
‘ p‘~>0
| p| Norma P
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b
L F(x)dx Integral tentu
A(R) Luas Daerah Bidang A
AV Volume tipis Kulit Tabung
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